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RESUMES O

FORMULAIRE

1 Ordres de grandeur

Grandeur Valeur Unité
Constantes Constante de gravitation G=667x10"" m?2kg s 2
Constante de Planck h=6.63x10"3% Js!
&  Perméabilité du vide po =4r x 1077 H.m™!
Permittivité du vide € =885x10712 Fm™! peoc? =1
&  Nombre d'Avogadro N4 =6.022 x 102> mol
Constante de Boltzmann kg =13x10"2 JK-! %
Atomistique &  Masse de I'électron me =9 x 10731 kg
Masse du nucléon 1800m,¢
Taille du noyau d=10"" m
A Rayon atomique r=10"1" m
Liaisons Energie d'ionisation de H E =136 eV
=/ Liaison covalente E =1000 kJ.mol™!
Liaison H E =10 kJmol™!
Interraction VdW E=1 kJmol™!
Electrostatique Constante de Faraday Z =96500 C Nae
Champ a la surface de la Terre E=100 V.m!
Magnétostatique Champ de la terre B=5x10"° T
A Magnéton de Bohr pp =93 x 1072  A.m? ﬁ
Champ crée par un aimant B=1 T
Thermodynamique Masse molaire de I'air M=29 gmol!
Masse volumique p=13 kgm3
A Capacité thermique de I'eau =418 kJK lkg™!
Capacité thermique de la glace cg =21 kJK lkg!
& Enthalpie de fusion de I'eau Ly =330 kJ kg™!
A Enthalpie de vaporisation de I'eau l, =2500 kJkg!
Diffusion &/ Conductivité d'un métal v=100 W.m LK™!
Conductivité d'un liquide y=10"" Wm ' K!
Conductivité d'un gaz y=10"2 W.am LK!
Diffusion dans un solide D=10"20 m2g!
& Diffusion dans un liquide D=10"? m?s7!
A Diffusion dans un gaz D=10"° m?s7!
Fluides Viscosité de I'air n=18x10"° Pl
& Viscosité de I'eau n=10"% Pl
& Viscosité de la glycérine n=1 Pl
Acoustique Vitesse du son dans I'eau c=1400 m.s~!
Seuil de douleur I1=120 dB
Optique Punctum proximum d=25 cm

Kilian Rouge

12



Punctum remotum +00
Pouvoir séparateur e=4x10"* rad
Indice optique de I'eau n=125
Indice optique du verre n=14
Puissance du laser P=01 W
& Fréquence plasma ionosphere vp=3 MHz
A Epaisseur de peau dans le cuivre 0=1 cm
Puissances Marche humaine P =100 W
Cheval-vapeur P=736 W
Centrale nucléaire P=1 GW
Puissance du soleil interceptée P =10 GW
Systéme solaire Rayon de la terre R =6400 kg
A Masse de la terre mr =6 x 10%* kg %
& Altitude géostationnaire h = 36000 km
Vitesse de libération v=11.2 km.s! 2%"?
Distance terre-soleil d=150x 105 m 8 min
A Masse du soleil mg =2 x 1030 kg
2 Rayon du soleil Rg = 700000 km
Diametre angulaire apparent a=10"% rad
Distance terre-lune d = 380000 km 1 min
Masse de la lune mr = 7.3 x 1022 kg
Rayon de la lune Ry =1700 km
Diametre angulaire apparent a=10"% rad
Electronique Resistances R=1 Q-MQ
Inductances L=10 mH-H
Capacités C=1 pF-mF
Resistance GBF R=50 Q
Resistance Oscilloscope R=1 MQ

Longueur d'onde (m) 10° 1 10° 1012
Radio IR uv Rayons X Rayons vy
102 Energie
Visible par
I'oeil humain

N

Incertitudes

500 nm

400 nm

600 nm

800 nm

Longueur d'onde

Définition

— Oz est l'incertitude type
— Az ~ 20x Taux de confiance de 95% pour une gaussienne est l'incertitude elargie
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Propriétés

Propriétés

Propriétés

Propriétés

Incertitudes de type A

Traitement statistique d’une série de mesures
— La valeur moyenne donne une estimation de la valeur mesurée

1 _
) o \/N_lzi(xi_xi
— Incertitude type : 0x = =

vVIN VN
— Incertitude élargie tient compte du nombre fini de mesures : Ax = ty0x ~ 30, ~2si N > 20

Utiliser le mode TInterval du menu Stat en ayant rentré les données dans une liste sur Tl

Incertitudes de type B

1. On choisit une loi de probabilité pour chaque source d’erreur
2. Estimer I'écart type_ jncertitude type

A

Pour une distribution rectangulaire £A on a 6z = 7 ~
T : : A A

Pour une distribution triangulaire £A on a dx = — ~ —
V6 25

3. Incertitude élargie : Ax = tyox
Pour un intervalle a 95%, on choisit ty = 2

Somme d’incertitudes

1. Erreurs indépendantes : La mesure est faite avec plusieurs sources d'erreurs
dr = \/(5x1)2 + (d22)% + ...

2. Erreurs liées : Une grandeur dont I'expression dépend de plusieurs parametres est mesurée une erreur
sur chacun d’eux

(a) Méthode avec surestimation de I'erreur : dg = @dx + @dy = 0g = 99 ox + 99 oy
ox dy or dy
dg . \* (dg.\°
(b) Combination quadratique : g = s + —géy
ox oy

. . dg ox\* | (oy)’
Pour pl'OdU|t5 et quotients : ; = ? + ? Formule de propagation des incertitudes

Présentation du résultat

x = (zy, £ Ax) unité

Ax est l'incertitude élargie

Mesure Balance Balance de précision Verrerie jaugée
Incertitude type 0x 0.22 mg 0.012mg ZTOZ
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RESUMES 1

MATHS

Notations

¥/ : A la limite du programmepg redémontrer
=7 : Hors-programme
A : Sujet a des difficultés de mémorisation

Algebre linéaire

Généralités o u€GL(E) & det(u) # Ogep 1 — 1
n
¢ Tklléoréme noyau image o det(4) = Z(—l)iJrkai,kAi,k : ke colonne
u‘GIYn(U) est un isomorphismeg supplémentaire de Ker(u) i=1
e Définition d'une application linéaire par =/ Acom(A)T = com(A)TA = det(A)I,
— L'image d'une base Laj - af™!
— Restrictions a des sev en somme directe o |17 = H (zj — ;)

Théorémes des bases extraites et incomplétes
Décomposition adaptée et recollement
Théoreme du rang :

dim(E) = rg(u) + dim(Ker(u))

1 gl o gn—1 1<i<jsn

n

e Applications a la géométrie

e dimF = dim F = u injective < surjective < Réduction
bitect;
ective - o E\(u) = Ker(u— Aidg)
A Interpolation de Lagrange : P(X) = Z biLi(X) e Une famille de vecteurs propres associés a des vp
i=1 =+ est libre
n+1 . .7 Y
. X —aj e Une famille de sep associés a des vp # est @
ou Li(X) = H (ai—aj> A €sp(u) & u— Nidg ¢ GL(E)

=1

e Formes linéaires H = Keryp & det(u — Adp) = 0 < xa(r) =0

A et B semblables XA = XB
xa(z) = 2" — tr(A)z" 1 + — 4+ (=1)" det(A)

Matrices - -
= Z:ck =tr(A) et H xp = det(A)
o VAeM, ,,Jue Z(E,F) matg r(u) = A k=1 k=1
e AXB=1I,oBxA=1I, e Si I est stable par u, Xu\g‘Xu
&y 3P, P(A) =0 e 1< dlm(E)\(U)) < QOrdre de Ia vp
W org(A)=r< A=QJ.P e « diagonalisable & 3B’ matg (u) € D, (K)
P o
e Changement de base Xu Scindé sur K
matpg(z) = matB(B,) mat g/ () < E = @ E)\k (u) = \V/)\ d E o
_ / k=1 i lm( A (u)) = O Ordre
mat g/ F,mX = maty :/B@‘;) mati}-(f) mates ¢ (idp) e A nilpotente <& A semblable a une matrice de
e T (K) & xa(z) = 2"
matyy (f) = matg e (dp)  mats(f)  maty g(idp) e Y, scindé = Trigonalisable
e _ 2 M — e Y\, scindé a racines simples Diagonalisable
¥/ 3P annulateur de u scindé racines simples < dia-
. . gonalisable
Déterminants =</ Cayley Hamilton : x, =0
Forme linéaire, antisymétrique telle det I,, = 1 oy wou : ve u_ = Codiagonalisablesgase —
(x1 — ) base de E < detg(z1 — x,) # 0 u, v diagonalisables
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uov=vou ) _
) . = Codiagonalisables
u, v trigonalisables

Espaces euclidiens

Produit scalaire :
Symétrique, bilinéaire, positive, définie

wy

&y
wy

f est symétrique positive

& Vo € E\{0g}, (f(z)|z) = 0 < sp(f)
AeSF(R) < IB € My(R), A:BTB
AeSH(R),IBeSHR),A=

CR%

Espaces normés

Norme < Positive définie, Ineg trig, N(A\z)

Kilian Rouge

Référence : In(n)? < n® < a" < n! < n"
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b CaUChY‘SChwarz: |(£C|y)‘ < HxH ‘|y||Egalité sisx oy °
1 9 9 2 200 _
o (zly) = i <”m+ yl? = ||z — vl ) e N euclidienne & (N (x4+y) —N2(z—y)) (|
e Orthogonalité : (z|y) =0 e En dim toutes Ies normes sont équivalentes
o Pythagore : [z +y|* = [lz|* + ly[|* & = Ly (@, B) € RY,Va € E,aN1(z) < Na(z) < BN ()
e Tout espace euclidien admet des BON up, = O(vn) < |lunl| = O(vy)
o E=F®Fs cuciidien Limite : Ve > 0;3a > 0,Vz € A, ||z —a| < a =
e Théoréme de la BON incompléte [f(z) =1l <e
. DansE(FJ-)J-:F CS:V(un),unmaif(un)ml
@y Jla S Ev\v/x € Eaﬁp(l’) = (a|x)Formes linéaires e Continuité : f( ) 4‘—> f( )
e p projecteur orthogonal < p symétrique CS : ¥(un), un a= f(up) (a)
e p projecteur orthogonal< Vo € E| ||p(x)| < ||zl n—+00 n—+00
p f continue = f; — f,, continue
o pr(z) =) (xf:)fi dans E euclidien k-lipschitzien : || f(z) — f(y)|| < k|lz — ]|
i=1 Lipschitzien = Continu
° :> Applications linéaires continues
= HlatBC’ pF ZFFZ F; vecteur coordonnée de f; 3 . . . e, .
° :> Applications bilinéaires continues
e d(@,F) = inf{]z - yH ye F} =z —pr()|
2 Gram-Schmidt .
On construit par récurrence en "redressant" les vecteurs TOpOIOgle
— Expression de ey, en fonction des (ax, —, €1, €ex—1)
A — On redresse : by, = aj, — Z?;ll(ak|6j)€j b Bo(a,r) = {l‘ €L, HCL - SUH < T}
— On norme aOuvert:VxEA,3r>0B( r)C A
— Signe (axlex) >0 A CS Fermé : Y(u,) € FN u, —— 1 =1€F
n—-+o0o
e 1w automorphisme orthogonal < conserve la e rcAeIr>0.B (z,7) C A
. . = o 7
norme ou le produit scalaire o Adhérence: x € A< Vr > 0,B,(z,7)NA# g
e u € O(F) & wu transforme unesoyte BON en CS € A o I(up)nen € AN, un "
BON —too
o« AcO,(K) & AAT — T e A est dense dans F < Tout element de E est
n - . . y .
* SolE) ={u € O(E), de;c(u) =l ° Ilir'ri]r::g(i urréfi:Ec:qeu\efa:)zl:rz:ea:;;;?ication continue
o ueS(E)siVia,y) € B (ula)ly) = (slu(y)) L image réciprogue par une applic
o ueS(E) & matg,, (1) € Sp(R) Y L e T e cont
o Théoréme spectral image d'un compact par une fonction continue
u € S() est diagonalisable en BON est un compact
Analyse
Suites =7 Bolzano-Weierstrass
Toute suite admet des sous-suites convergentes
e (up)nen converge, alors ses sous-suites aussi e Riemann :
e () dense dans R b n—1 b
/ n a2f<a+k a>—>/f(t)dt
@Cesaro:un—>l:>n+1kzouk%l =0 a
Généralisation : u,, — [ et ) a,, diverge
n Y
Y SN Séries
> k=0 Ok
e > ani1 — ay convergente < > a, convergente



Test de Riemann : > 1° n% converge & a > 1

D'Alembert ) . unpt A — 1
Un,
Bertrand
1 a=1
chonverge©a>lou g1

CSSAu,1 N0
Produit de Cauchys~g,5.

Regroupement par paq uetszw(wn_l
p(n)

Fonctions

Une fonction Cys sur un segment est bornée
Jp € £([a, b], R), ma |f(z) —p(z)| <€
xre

WeierstraB : 3P € R[X], max |f(r) ~ Pla)| <
S

)

€

TAF - 3c la, ], £/(¢) = 7@
k

Leibniz : (fg)* = Z (f) F@ (k=)

i=0
C* difféomorphisme : bijective et f, f~ € C*

—1y\/ _

f continue sur [a, b]

TLD : f dérivable sur Ja,b] — fia) =1

fia) ——=1

feCM:/f(t)dt:ni:l/a
i=0 v %

TFI (/ f(t)dt) = f(z)

Concave : V(x,y) € I2,V\ € [0,1]

Oz + (1= XNy) <Af(x) + (1= N f(y)
Convexe : —f est concave

A est convexe si V(M,N) € A2, [MN] € A

f convexe & [/ 7 f au-dessus de sa tangente
f dérivable & f;, —, f,, dérivables

[rx]

v(z)
< / f(t)dt)

u'(z) f(u(x))

i+1

F(t)dt

V(@) f(v(z))

Intégrales généralisées
Comparaison< ¢+ o pour les intégrales impropres

—+o0
Riemann:/ —ccvEsa>1
1@

/1dt
— v a<l
0

to
dt

b
— e a<l
/a(b—t)“
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&

e & .

b

f intégrable si f converge absolument

cv mais non cva = se%i—convergente
+o0o
Euler : I'(z) t*le~tdt
0

MNz+1)=zl'(z) et T'(n+1) =nl!

b b
/xf?/xgsiffcvoufgdef(n)et

n>a

+oo
f sont de méme nature
a

3

Euler : /2 In(sint)dt = —gln(2)
0
+00 o3
Dirichlet : / Ml T
0t 2

+oo 5
Gauss : / e Vdt =
0

of%

Suites et séries de fonctions

Continuité
Double limite

(i () =

nﬂgﬁkkh@o

n b
Jm [ gar= [ im0, s
Convergence dominée

lim = lim inati
n=too J; fn  n—too fncvs + Domination
. Y ,
ngr_’r_loo fn = nEI—&I-loo fnfn cvu, f], cvs
V
CvN = = CVSet c'est tout
CvU
Continuité d'une série de fonctionsyr,
o0 “+00
Double limite lim Zu T) = Z lim wu,(z
r—-+o00 0 n( ) 0 r——+00 n( )
n= n=

Squeeze\ > o, intégrable

00 +00
> nf(ah) = /0 s

Dérivation,,,, cvs, u/, cvu, VL
b +o0

+o0  ap
D un(t)dt = Z/ Uy, (t)dt
n=0 n=0"%
“+oo “+o0o
TITATSUIQ : /Zun:Z/unZﬂ v
In:O n=0 I

lim
h—0t+

TITATSUS : /

+00 400 +00 +00
Fubini : Z E an = Z E Qn,
n=0 k=0 k=0n=0

Acvde >, cvde > >

Intégrales a parametres

Contmwteco at etx fixé, domination, VL

Derlvat'onExistence, CO 3w ett fixés,

intégrable a x fixé, domination VL



0o

n!

— TR[:10) = f@)+ - af@+ L5+ -+ E L gy 4 [
7L > V" )| < S;JI])} f<n+1>}%>1”)‘

— ETL: 3c € [a,b], f(b) — 2 (b ;!a) f®(a) = %ﬂ”“)(c)

— TV 1) = () + (@ — ) a) + —+ E D ) 4 o((e )

Séries entieres

Zanz” cvn sur D(O,r) pour r < R
ERee)

f(n—i-l) (t)dt

e*® . o f(2)= Zanz” continue pour |z| < R
[ n=0
:L:% %’: Z;LFO% o e Produit de Cauchys~oos~y,5 , — 5% 4, 7y,
e Intégration et dérivation
e Rayon de convergence|q, |, pornée, anr™ — 0, Sanr™ ov ® Unicité du DSE
e D'Alembert ‘a”“ = R=1 * DEEDT w0,
n n—-+4oo l ’
Probabilités
Espaces probabilisés ‘o b
Dénombrable < Bijection de E dans IN
Crible : 9(B) { P(X=0)=0
P(X = k) =p(1—p)F~!
p((a) -3 5 e(Aa) <
k=1 1<%<n 2(N) P(X=k) = _AF
e o-additivité : P (U An> ZP 1) Incompatibles B_(n,p)  P(Tn=m)=(p_ )t —p)m"
n=0 n=0
4 y 1 p(A 4 e Fonction de répartition : F'x 5 : [P(X]' 2)
¢ An CAnm1 = 1m U n]on e Loi conjointe et lois marginales oytres fixes
° P(A N B) _ PB(A)P(B) o Coalitions : Y = SO(Xl — Xk)
et Z = (Xp41 — X,,) sont indépendantes
e Probastotales: P(B Z Pa,( n)A, estunsc® lransfert :
> fan)P(X =1,)
e Indépendants < P(AN B) P(A)P(B) EnEX ()
. ) . e Huygens (X) = E (()2( N E(X))2 )
Variables aléatoires = EX7) -EX)
X < E(X) V(X)
X — P 1 n 1 n 1 n 2
. U (a1 — an) EZai nZa?<nZai>
%(E) P(X — k) - - =1 =1 =1
card(E) B(p) D p(1—p)
PX=1)=p B(n, n np(l —
2) (n,p) lp 117_( ; p)
P(X=0)=1-p 4(p) » 2
#(n.p) P(X = k) = ()p* (1 —p)" 7o ! 4§
N1y ([ Na Npy (N(1—p) E(|X
A (n, N,p) P(X =k)= G EJE;;’“) = G )((N’;k ) A Markov : P(|X]|>1t) < (’t )
P(X|21) < =5
Kilian Rouge 18




A Tchebychev : P(|X — E(X)| > ¢) < — Séries génératrices
€
~ V(X))
P(X ~E(X)| < >1- 5 . G ZP
coV(X,Y) = E(( - EX))(Y -E(Y)))
= E(X ) —E(X)E(Y) Gx1y(t) = Gx(t )Gy( )
e V(X+Y)=V(X)+2coV(X,Y)+ V(Y) G (1) = E(X)
V(X,Y v ' v 2
o Coeff de corrélation : p(X,Y) = coV(X, V) V(X) = Gk (1) + G (1) ~ Gx(1)
a(X)o(Y) X<  B(P) B(n, p) 9(v) PO
X — B(n,pn) ° > -
[ ] _ _ _ n Alt—1
npnm/\ Gx()= 1l-ptpt (I-p+pt)" - 1=yt
k o Gx 4 t)=GnoGx(t
L P(X, = k) SN Xi+—+xy (1) = Gy o Gx (1)
n—+00 k!
2
0V6>O,P<Sn >e)§02
n ne
Calcul différentiel
Equations différentielles Calcul différentiel
E): X'(t) = A'(t)X(t) + B(t 9 -
° (E) ®) (BX(?) ®) e fla+h)= a)—{—Zhjif(a)—ko(HhH)
(CI) : X(to) = Xo o 0z
admet une unique solution finie P o
o dimSy =n sz Ja%—df-h=<grad 11%)
e Théoreme de superposition of
o Iy =1+ Xo e Notation différentielle : df = Z dxj
e Ordre ]‘e_A(t), Variation de la constante = 1
e Ordre 25 pembre P(t)emt
mempre FAY)¢ e Chainel:
A C R Z 8:@ it
>0 {dertt + per2t} 89 8f 890 8f By
Dt 4 persty e cos(BE) + e sin(B)) o Chaine 2 = drou  ayou
<0 {Ae* cos(Bt + ¢)} &y .
{e®t (A cosh(Bt) + psinh(Bt))} Matrice JacoblennematBC(df)
=0 {(A+ut)eroty  {(A+ pt)emot} Théoréme de Schwarz
o Ordre ngyy tions sous Ia forme et Extremum local = grad f(a) =0
o z— 2, DSE, Changement de variable
Yo
Géométrie
Courbes paramétrées Géométrie
° 1. Restreindre le d.on?naine d'étudepgriodique, parité e grad f(Mo) Ltangente en € 3 M,
2. Tableau de variations e Si point régulier, -5 _ ; grad L Plan tangent
3. Branches infinies e grad L Lignes (gie niveau et
4. Tracé re & .
5. Points muItipIes{ (b)) = o(ts)
y(t1) = y(ta)

Kilian Rouge
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RESUMES 2

PHYSIQUE

Notations

¥/ : A la limite du programmea redémontrer
=7 : Hors-programme
& : Sujet a des difficultés de mémorisation

Bilans

e Bilan de massey(5,) e Bilans de quantité de mouvement ;= _ s~

= e =

e Bilans d'énergiear = sw,,. = P,,.dt

Thermodynamique
4 - 2
Théorique 2 ovaw: (P+ ) (v o) = NkgT
V2
e Variables primitivesy, v, v T
e S(U,V,N)=kpln(Q) . PC:S—So+Cln<TO>
e dU =TdS — PdV + udN
3kpgT .
o GP:u" = i Pratique
A Oy = <8U> et Op = (8%> o 1° principe : AE=W +Q
o)y o) p ES : DinA(h + €.+ €p) = Ping + Pin
Cv==28 Cp=20 4 e 2¢principe : AS =S8, + S,
q
Gazmonoatomique 3nR 5nR 5 ES : AS = — + Se
Gazdiatomiqueq %nR an z Tfrontire
T Isochore  Adiabatique = Monobare Adiabatique réversible
[ ] S = SO —|— n;Rl 111 (%) + nR ln <“//0> . P; = Py = Pegt Isentropique
: oS W=0 Q=0 AH =0 AS =0
e GP: PV =TV (W)UN:NkBT:nRT DU — este
e Moments : z = !
as — ay
Optique
Optique géométrique Optique ondulatoire
A Newton : FO x FIO" = ffl = —f? o n(M)= _°
@DescarteS'i1 —i—iﬁif/ +i—1 - v(M)2
"OA4 OA [ O4 04 o E=K(s(MA) v 6= Lk

o [AB]|=cxtap

2mn mn z? + 1>
Sphéri (M) = — —
e Sphérique : (M) = po + " z+ N~ R
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2 Michelson

Configuration  Localisation Nature

Différence de marche

Conditions d'éclairage

Egale inclinaison
Egale épaisseur

Lame d'air 00
Coin d’air Voisinage des miroirs

2ngire cos(0)
2ngire(M) = 2n4;y sin(a)z

Lentille de projection
Miroir dans plan focal

Convergentpyys de i
Parallele

g A
==

Diffraction du faisceau gaussien :

Interférences

Cohérence : w; = wo et Eol : EOQ #0
Fresnel : £ = &1 + & + 21/E1E2 cos(Ayp)
§(M) = [SeM] — [S1M]

o Ap(M) = 2;;5(1\4)

_ (M)
[ ] p = )\O
e Contraste : C' = m

o &=Emux (1 + C'cos (277% + tpo))

)\2
e Longueur de cohérence temporelle : §(M) < A—g\
Fentes d’Young
ax
(M) =n—
. 50y =n 1
e Critere de visibilité : |Apg_,g/| < 3
Interférences multiples
o (M) =n(up— u)Apmi1Am
A
e Formule des réseaux : sin(f,) — sin(fy) = p;o

Mécanique

Référentiels non galiléens

o FR(M) = T (M) + T(M, 1)

o ar(M,t) =ar/(M,t) +ac(M,t) +ac(M,t)
A ac(M,t) =20rr Nori(M)

Dynamique non galiléenne

Principe d'inertiey, corps isolé persévére dans son état
Principe de relatiVitélnvariance de la physique
e PFD:mag,, (M,t) = F —me; —mac

dﬁRn rwi - -
) < o | =MerMe M
Rng
d(E.r, )
s —a = PFRru T PR Ry T PEC R,

Kilian Rouge

Véhicules a roue
o U,,/s(t) =vR(I € Roue,t) —vr(l € Sol,t)
» % # 0= |[Frl = r|[Fn
+ =va ] < 4|7

Forces centrales

o Force centraleMouvement dans un plan L ¢ .
-— = - - dA %9 ¢C
Lo=0OMAp =mC,r?0=C, — = — = —
© b= a2 2
e Champ conservatif
1 mC?
— 52 —
E, = imr + o2 + E,(r) = Ep
e Newtonienprp
T2 —
— U=rowip FEc E, En, Lo
To

47°m K K K K [Kro
uy — —— —— m Uy
K mrg 2rg 0 2rg m
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Ondes

Ondes unidimensionnelles

Hooke : 0 = / = FEepy
S Al
b
10
D’'Alembert : Ay = —2—‘3
ce Ot
Grandeurs couplés A x B =P
. P Cause
Impédance caractéristique : 7, = ———
Consequence
OPPH : y(M,t) = yo cos <wt —k - OM

Onde stationnaire : y(x,t) = f(x)g(t)

| Pr(z=0)
ft= ‘ Pi(z = 0)
Dispersion
w

" Re(B)(w)
vp(w ou Re(k)) = Dispersion
Im(k) # 0 = Absorption

o (2

vg(w ou Re(k)) = Etalement du paquet d’ondes

Diffraction

E(P
E(P) = Eb((];:))f:onction de transparence

Plan de Fourierpjan foca
Fourier : t(x) = Zt—”e

n

—2iTox
Tache a xy, = Mo f'on

1
Onde propagative : A\g < —
00

Ondes dans les fluides

Equations fondamentales
1. Euler

2. Conservation de la matiere o,
wn +div(p?) =0

3. Eq thermodynamique ,, — 5y sp:
dP =10(M,t) - FL’dSﬁ

1]
I=10log << ”)
Iref

Propagation dans les conducteurs

=p1v

82711 1 8n1 627180

— ny = 0
o2 1 ot meo
Maxwell Gauss, Charge, Mouvment

— 0 —

- 5
JL 1+iw7*1

_. OE,
Effet de peauyr «1: AFE] = MO’VOaitl

— Onde evanescente

Kilian Rouge

Diffusion

Diffusion de particules

SN? - _
Flux : d¢ = T Jj(P,t) - mdS

Green-Ostrogradsky : dgs = /// div j (M, t)dr =
Mev

// J(Pt) - igmdS
PesS

Loi de Fick : j (M, t) = —Dgrad n(M,t)
Equation de diffusion : a—?z = DAn

Diffusion thermique

E =—Agrad T

22

T

Chaleur : 8875(M’ t) = Dy AT (M, t)
Loi de Newton : ¢y, = kS(Ts — Tr)

T — T
Résistance : Ry, = ! 2

¢th1—>2
Rayonnement
Planck : u(v) 8whv? 1

anck : u(v) = —3 " 1
ex —
P\ kpT
dE

Botzmann : P = Fr oST*

Wien : A\, T = 2,898 x 107°m.K



Mécanique des fluides

Cinématique des fluides

—

d particulaire : @ = — + (v -

Dm://jm-ﬁds

S

DV://TJ’-?{dS
S

Conservation de la masse

— D .
a—ﬁ—l—divjm:OOU D—'Z—l—,udivv =0

Ecoulement stationnairegiy(,7) = 0 = D,, = 0
Ecoulement incompressibleg;y(7) = 0= D, =0
(;L (U(P,t) — Uparoi) - m =0
Ecoulement tourbillonnairey; o+ — ¢
dC =7 - dl = (rot¥) - ©dS

1., — : .
Q= 2% = —rotv est la vitesse de rotation
Strokes : // (ol7) - HdS= ¢ T - i

Pes Mer

Ecoulement irrotationnel — oir_G .U =grad ¢

Forces dans les fluides

Forces volumiques : dF' = fd7,74r,

0 0
CL Dynamique : m1 Uiz _ 79 Y2
dy dy

- i —

F= —iCx(ﬁe)uSVV
%e<1:]_5:—omL‘7

H. > 10° = C, indépendant de Z.
Ecoulements laminairess, < %.c et turbulentsg,

Frottements :

Tension superficielle

Fi = yi2L7

OW = v12dS
1 1
Laplace : pint — Peat = 7 E + }E
Jurin : hy = (Ysv = sL) _ 2yLv cos
rgr pgr

YLV
lC = -

ng

Dynamique des fluides

Navier—Stokes
w5 +( - grad )U)mgrad D+ AT

EulerFiuides parfaits

Forces surfaciques : (ﬁ:em_)mt = (Tp+7T)dSn ov . _ .
de—Tnz—pndS M(@?f+(v -grad)v>:—gradp+fwl
~ volumique : fp = —grad P
A Loi de Newton : dFy(y,t) = n—= a9y T \Sig Statique des fluides
~ volumique : ?m-sc =nAT
@ Convection  pUL 0= —grad P+ fvol
[ ] e — - - =
Dif fusion n Bernoulli : = + ? + gz = cste
& Couche limite : § = N :
Electromagnétisme
é|ectrOStatique LaplaceVlde de charges AV =0
— 1 q1q2 elec = /// 5 €0 ‘E H dr
* Fiso=—— neo 12, 12 5. Ol
12 :
— - P = OA; et V(M -
o Gauss: ¢p = E(P) - nepdS = Qint Zq (M) = 47reor dmegr3
Pes €0 — —
= — F—(p grad_)E et M(O)=7p ANE(M)
= t E=—grad V
o V(M) Treor + cste e gra Epmt =~ - E(M)
— M
e Maxwell-Gauss : divE (M) = p(M)
€0
e Maxwell-Faraday : rot E = 0
e Poisson : AV + 2 =0
€0
Kilian Rouge 23
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Equation Statique Dynamique Forme intégrale
—_— - OB
Maxwell-Faraday  * rotE = 0 rotE = ~ 5 E-dl= (bB
Maxwell-Gauss dive = £ # Mgt = th
€0 €0
Maxwell-Thomson divB =0 / : NegpdS =0
\ e OF dog
Maxwell-Ampére ~ « rotB =pgj 10tB = tigj + €oHo 5, B dl = I:nilace + po€o dtB
Magnétostatique o Otem +divIT(M,t) =0 L
ot O(Mt)=EA—B
e Conservation de la charge L Ko
op : —
——i—dlv( ) 0 e ARQS T>>c
at _
« F=g (E(M) FTA B(M))
S ~ Plasma
Maxwell-Ampére : rot B = g j (M)
Maxwell-Thomson : divB =0 \ eokpT
o Ampere: ) B(M) - dl = udjfﬁaee * DTN 2nge?
r
° ﬁ =1Sn = 'YERapport gyromagnétique o« wp= 710362
F=(u - grad )B. Begt(M) et M = 7i A Begi(M) meop
Epint = — 1 - Beazt(M) e Propagation d'ondes dans un plasma
1. Maxwell
Symétrie  Antisymétrie 2. Conservation de la charge
5 c N 83. Equatlon du mouvement des e~
B € ° % = neoe E1 = Eowal
Maxwell-Gauss, Charge, Mouvement
Conduction e Zone de transparenceyopacité W > WPw < wp
o j=1E Induction
- =, 497> 5 - 1 - =
=vFE+ — By = E+ — B
ouJ e m 3 N Bo " < + nq I A 0> Induction ~ Champ magnétique Conducteur
Py Fcol = —mff b Neumann  Variable dans le temps  Immobile
- T - = - Lorentz Stationnaire Mobile
° dFLaplace - (‘7 A B)dT =I1diAB L4 LenZConséquences opposées aux causes
= H ® Cind = E-dl=—-——"7>
Equations de Maxwell c ae
i (rbpropre = Ll(t) et P12 = M“(t)
pococ? = 1 & Couplage électromécanique : Pr, + e;jpgiap = 0
cB = 6_9; A EOndes planes
Mécanique quantique
7 4 - r7 8
Généralités . gﬁl + div(7) = 0
e E=hv= 7}?{;} h . Etat2sta2t|onna|re 2Y(x,t) = 0(@) f()p(@) et f(t) de ©
D =hk= — = — he d
* C )\dB b _%dil‘f + V(x)sﬁ(w) = Eso(x)lndépendant det
° Y|“dr h h
81/1 = | | 72 e Heisenberg : Az - Ap, > — et At - AE > —
o« ihg =g A+ VY . 2 2
at e Action yHomogéne 3 desJs

24

Kilian Rouge



Particule libre

hk

* T,
o v _ ko
= Ik

m

Particule dans un potentiel

e Marche, puits et barrieres

Kilian Rouge
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Etat Particule E

Diffusion  Délocalisée  Non quantifiée
Lié Confinée Quantifiée

Effet TunnelAE pendant At = Accés aux zones interdites

Laser

Absorption, émissions spontanées et induites

Pompage optiqueN2 > N en passant par E3
Non évolution d'un oscillateurgr — 1



Notations

RESUME 3

CHIMIE

¥/ : A la limite du programmea redémontrer
=7 : Hors-programme
& : Sujet a des difficultés de mémorisation

o Ly =

L] AHOTO

Thermodynamique

Transformations

Z(T7P7n])

>

J
. 7 <6Z>
Ini T,Pnjzi
e FEuler: Z = anz
0z
o A Z= <3§>
o AZ= ZﬂiZi

° L0| de Hezss

Z)\

:>AZR—Z)\AZR

Premier principe

o AU=W+Q

OH ou
<= (o) o= (5r),
[ ]

AH iQp = nAtransfHoi
GP : Fypi = Hpi(T)

Mélange idéal : H,i = HE (T, P) ~ HCmi(T)

o AHC=AU°+ (Z 192> RIygp

i

e Etat de référence

Etat d'agrégation standard le plus stable a T’

Zﬂ AHi(Th)

& Loi de Klrchhoff

di = Zﬁ COsz

= A, C°p(T)

. EIImgham : Pas d influence de T’
e Van't Hoff :

dIn(K°(T))  AH°
dT ~ RT?

Kilian Rouge

26

Second principe

AS=S.+S.
S = kB IH(Q)
Nernst : § —— 0

dU =TdS — PdV
dg =VdP - 8dT

OSm Cpm
(or), =7
Changement d’état d’un corps pur
AS = §A1—>2Ho

T°152
A,S° augmente avec )

Corps pur :

gaz

d <A T )> AT
d T2
K°(T) = exp <—ATZ¥T))

Potentiel chimique

(@)
Inice) T Pinjsti(e)
N

dG = —8dT + VAP + ) pdn;

Opi _ T éﬂi T
<8T)P,m a 81 . (8P>T,nz B V;

Gibbs Duheim :

T et P cste Z nydu; =0 = Z xidp; =

d<81/fl)
Gibbs-Helmhlotz : | ———~
ibbs-Helmhlotz 5T

1i(e) = Gi(e) =

X

3

P,Tl]'
Hi(o) = Mi(o)® T BT 0 (a()°)
Qi rel = Vi X Q4 idal




Evolution de systemes

Ade¢
* 08 =%
o A=-A,G

e A=A°T)—-RTIn(Q,;) =RTIn <K22(T)>

= A=0eK°(T)=Q, =[] a

* V=Xrpao—Rindrow, 3

Changement d’état du corps pur

n£14)2 = AH

L

AS = M=z AG =0
Th 2

,UJT(Tlﬁ%P) = /’L;(T1~>27P)

dP
Liso=T Vma— Vi)

Cl : —
apeyron T

Chimie inorganique

Chimie des solutions
Systeme initial

Systéme équivalent —— Equation de RP

Déplacement d’équilibre

On exprime Q,gpp, quotient réactionnel dans
I'état perturbé, et on le compare a K°(T)

Tableau de RP <«——— RP Quantitative ? e ..
i Cinétique
EC seul a considérer ?
Toutes les autres especes sont petites devant 1 df 1 d[AZ] 1 d[A/]
- Les especes du dernier systeme = —— = —— = — 2
- Les nouvelles especes de I'EC V dt ’ﬁ’L dt 19; dt
d[A; 1 1
v=c¢€ 4] = r = —v¢(Bl) = —vi(B;)
e dt 7! 0
quation des réactions secondaires n 7
Fin Tableaux d'avancement simultanés v = k H("ql)aZ Loi de vitesse
=1
? Equations seules a prendre en compte ? Ea
Arrhénius : k = Ae RT
. s epe AEQS, AECD 4
Plusieurs équilibres , 4r =0
Réacteurs ouverts
e Réactions simultanées ni
q —Leit OiVr — F
N L, N er = QT‘Q t
Homogeéne  Hétérogeéne o o Autre 1 . .
K1°(T) # K2°(T) =r=——=(Qe X [i]e — Qsi X [i]5)
Simultanés  Successifsg, — K, pour deux i z %V
Sens d'évolut Déterminer I'état final Cest un  état
Q<=>K d'équilibre
Iy a rupture RGW et vérifier qu'il
On considere a2 Ny a pas de rupture
Electrochimie
Oxydoréducti 20 [T s
xydoreduction ag? a4
RT ;
\ —_ (¢} K]
® Ox+19ee = Reg E=E +’l96]:1n 19redH 05
O(T) RT 1 (Q ) ared aA/i
® e=¢e — n ;
’196? T (2

e A1G° = Z%Afgoi =~ FE° 0y Red

Kilian Rouge
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Forts
Acides Bases Acides

Ampholyte
Bases

Réaction quantitative : x ~ Cj

Co—xz~Cpsi Ka/b<<1 Ka1Ka2

1 1 1
pH =—logCy pH=14+1logCy pH= 5 (pKa —logCo) pH=T+ 5 (pKa +1ogCo) pH = 5 (pKa1 + pKa2)

Diagrammes courant-potentiel

1
* Yo T ﬁeﬁsl“jc = etdg=Fdn,_
Surtension : n(i) = E(i) — Ey,
Limitation par la diffusionfick
= Mur du solvantpss de jimite

E,=E.=F,

e Potentiel mixte

e = —1lg
o _de i M(M)
©r = At ~ 9.7 Sp(M)

Aération différentielle

. A 'abandon

Passivation
Convertisseurs
Anode  Cathode
Pile S] 52}
Electrolyseur @ o
U= (Etha - Ethc) + (na(i) - 77c(i)) + Ri
_ Lutile _ Npel
{ Nthorique

Binaires

Liquide vapeur

e On trace T(XB = nB)

Ntot
(XB - xg)ng = (.I'é - XB)nlOu graphique
Liquides miscibles
— Idéal : 1 fuseau
— Non idéal : 2 fuseauxHomoazéotrope
Liquides non misciblesygtéroazéotrope
Liquides partiellement miscibles; apin - Démixtion

Solide-Liquide

e Solidus et Liquidus

Composé a fusion congruente composé défini de A et de B
Solides  partiellement  misciblessyutions solides
T

Liquide a4 5
Tip
L=2
Tya Liquide 4+ + Solidep
L=1
Liquideat g + Solide 4 Liquide |
L=0 + Solidecp
Solidecp
Solideq+Solidecy £ =2
B
I
0 cb 1

Chimie quantique

Orbitales atomiques

e Dégénérés = Méme F
- . . R
e Energie quantifiée : E,, = _%H

n
On recherche ¢ = R(r)Y (6, ¢)

e On caractérise ¥ par (n,l,m;)

e Spin quantifié de I'e™ : my = ﬂ:§
e Polyélectronique = 1 = > ¢

e Pauli (n,l,m;,ms) #

L4 I'<|e(:hkOWSkyF\’emplissage parn+1

° HundSpins opposés

e Spin total # 0 = Paramagnétique

Kilian Rouge

Interaction de 2 orbitales

Orbitale liantes;apisisse

Orbitale antiliante pestapilisée
n' —n*
1= Indice de liaison

Interaction des OA de symétries compatibles
Recouvrement axial, ou latéral,

Méthode des fragments

On découpe la molécule en fragments
Interaction : Symétries compatibles et F proche
Régle de la HOGéométrie adoptée pour Ego minimale



Non correlléGrang AR, x Correllépesit AR, x

7 N 7 x \\
L, 20 N //’I AN
// \\ , /l \\ \\
7 N 4 \
(A H = Ty 27 A HUH A e e S HH
~ i TN~ -
2pz 2py 2Pz O\ T~ -77 7 2px 2py 2p 2pz 2py 20 N 4 T~ “-“\ /1 2pz 2py 2p
/ o /s
\\\ 2my 27z 7 \\\\I‘(\\ // * \\ /X////
@ R o
RN N
P
20, /I /y\ \ A \\

Chimie organique

ye O O
Résonance Ve
N . 4 RX
SySteme CONJUGUEP|an et OA de recouvrement latéral - 0
TOT, TON, TOV, NOU . £ < qa0
Il —>~
Batochrome ‘o—r o Ql'zz
Conjugaison = Epy — Ero \= A\maz i éT P Ho OR
R—OH
Effets électroniques
e Ay = Effet inductif RoTs
o Effet mésomere ROR
L4 HyperconjUgaisonlnteraction 7 = Alcane = Effet donneur Z
e Base conjuguée stabilisée = Acide fort RNu

Réactivité

Energie d’activation

Postulat de Hammondg = = Structure =
Contrdle cinétiqueryia,je — TTKS:, Stabilité max
Contrble thermodynamiqueyi4,jes — 7 ko

', Epq min
=/ Fukui 52
Stabilité o« ——

= Interaction principaleo.BV de AE min

Lewis  Dur Mou

Acide Accepteu '\\,# polarisable, & Accepteur/‘, polarisable, &

[ ]
BVContractée d’énergie élevée BVDiffuse de basse énergie

Base Donneur\, # polarisable, x Donneur/(' polarisable, x
HOContractée de basse énergie HODiffuse d’énergie élevée
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A

MATHS 1

SUITES

1 Généralités

1.1 Généralités

DEF: Une suite est une application de IN dans E
- K

S u(n) et u, = u(n). La suite obtenue est (uy),cny

On note u

U, est le terme d’'indice n de la suite
Ne pas confondre avec (), cny

— On note EXN I'ensemble des suites a valeurs dans F

1.2 Caractéere borné et limite

— (Un) e est bornée si
dM € R,Vn € N, Ju,| < M
(Un) e tend vers | € E si

5 Ve > 0,3ng € IN,Vn < ng, |u, — | <€
s On note u,, — [ ou limwu,, =
= I\ ng dépend de €
Q
1.3 Propriétés
— Si une suite converge, elle est bornée
A | Inégalité triangulaire appliquée a la définition de convergence
— Si une limite existe, elle est unique
A | On suppose I'existence de deux limites et on montre =1V <eVe>0
— Opérations sur les limites
— Somme
— Produit
A | On montre u,vn, — 1’ — 0 en appliquant I'inégalité triangulaire avec tu,l’
" — Inverse
\g 1
T":J A | On montre que u, ne s'annule pas puis qu'une suite a partir de ng admet 7 comme limite
Q
N
Q
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Propriétés

— Quotient

A& | Corollaire de ce qui précéde

— up — 1= fuy) — f(I)

A& | On combine les définitions de la continuité en [ et de la convergence de uy,

Définition

Propriétés

Définition

éoréme

Th

1.4 Suites extraites

Soient (un), ey € E™ est une suite et ¢ : IN — IN est une fonction strictement croissante
v=1wuop:IN = E est une suite dite extraitesyyssyite de (un),, oy NOtée (u#’(”))ne]N

— Si u, — [ alors ses suites extraites aussi

& | Récurrence sur p(n) > n = ¢(n) > n > ng puis définition

— Si il existe deux suites extraites convergeant vers des limites différentes alors la suite diverge

A | Corollaire

— Si ugy, et ug,y1 convergent vers la méme limite alors u,, aussi

A On considére ng = max{2n1,2no + 1}

— Une sous-sous-suite est une sous-suite

A | On revient la définition en considérant ¢ o 1) strictement croissante

2 Suites réelles

2.1 Généralités

— Une suite est croissante si V(n,p) € N?, n < p,u, <u, & Vn € N, uy, < tpiq
— Une suite tend vers l'infini si VA € R, dng € IN,Vn > ng,u, > A
/\ On dit que la suite admet I'infini comme limite mais elle est divergente
— Une suite réelle croissante
— Est majorée et converge
— Diverge vers l'infini

Disjonction de cas sur le caractére majoré de I'ensemble {u,,n € N}

Théoréme de Bolzano-Weierstrass

Toute suite bornée admet une sous-suite convergente
Se retient avec les bons hommes au cinéma

On passe par un lemme : Toute suite réelle admet une suite réelle extraite monotone
— On fait une disjonction de cas sur le caractére infini de {n € IN,Vp > n,up > upn}
A — On choisit des indices ordonnés vérifiant la monotonie

Kilian Rouge 35




éoréme

P

Th

Théoreme des gendarmes
] Uy — 1
Siup < v, < gp: = v, — [
wy, — 1
On repasse aux définitions de convergence et on travaille pour n > max (n1,n2)

2.2 Suites adjacentes

Définition

(Un),eny Croissante
(Vn)pen décroissante
— Up — vy — 0
(tn)pen €t (Vn),en sont adjacentes et tendent vers la méme limite tel u, <[ <wv,,Vn € IN

On étudie vy, — un €t on montre sa décroissance, limite et positivité

2.3 Densité

Définition

— On dit que A, partie de R est dense dans R si
V(o B) € R, < B =]a, BNA £ &

— Q@ est dense dans R

En choisissant deux éléments de R
A — On élimine le cas ou 0 est dans I'intervalle pour se restreindre a R4
— On divise les réels en petits segments de taille inférieure a la différence des deux éléments et on montre qu'un rationnel s'y trou

— A dense dans R < Tout réel est limite d'une suite a valeurs dans A
Par double implication
A — = On construit la suite en choisissant des valeurs tendant vers x avec € — —

n
— <= On choisit la définition de convergence pour placer la suite dans l'intervalle

— Autres ensembles denses dans R

— R\Q
— Les décimaux
— Les diadiques de la forme 2%

Propriétés

3 Suites complexes

o

Propriétés

. . Tn > a
— Zn=xp+1iYp, — l=a+1ib&
Yn — b
A L'infériorité des modules de la partie réellejyaginaires au complexe permet de résoudre un sens par inégalités dans la définition de convergen

ce

7

éoréme

Bolzano-Weierstrass complexe
Toute suite complexe bornée admet une sous-suite convergente

— On applique Bolzano-Weierstrass a la suite des parties réelles
— B.W a la suite extraite avec la méme fonction de la suite des parties imaginaires

a

Th
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4 Relations de comparaison

— (Vn),en est dominée par (uy),, . Si (vn> est bornée. On note v, = O(uy,)
Un / neN
v
— (vn),en est négligeable devant (uy), oy si | — — 0. On note v, = o(uy)
g Un / neN
g — (Un)pew est équivalente a (uy,),, oy Si (U" — 1. On note v, ~ uy,
% Un / peN
Q
— up = 0(1) < u, bornée
— up=0(1) & u, — 0
—Uup~1lsSu, —1
— Uy ~ Uy S Uy = Uy + 0(Vy,)
— vy, = 0(uy) = vy, = O(uy)
— vy, = 0(uy,) et wy, = o(vy) = wy, = o(uy)
— vy = O(uy) et wy, = O(vy) = wyp = O(uy)
— vy, = o(uy) et wy, = O(vy) = wy, = o(uy)
vy, = o(u
— " (un) = Uptyp = o(upwy)
tn, = o(wy,)
vy, = O(u
— " (un) = vpty, = O(uywy,)
tn, = O(wy)
3
B Up ~ Uy
'S — = Uptn ~ UpWy
§~ ty ~ wy
Q

On ne peut pas additionner les ~, 0, O
A | Saufsi les quatre suites sont de méme signe

_ { Un j o(tn) = Uy, + vy = o(wy,)

U = O(wy) _
_ { o0 = Ofur) = Uy, + vy, = O(wy,)

Up, = o(vy)

—{ = u, — 1
Uy, — 1

Uy —> 1
— Up ~ Vy = Uy ~ Uy OU >0

Uy — 1 )
—{ = Up ~ Uy il #0et]#+o0

Propriétés

Les équivalents ne passent pas aux exponentielles

n n u v
U” ~UT =7 e ~ e Et réciproquement

B>

— Up ~ Uy = U, et v, sont de méme signe APCR
— ~ est une relation d'équivalence
— Up ~ v, = In(u,) ~ In(v,) Pour des suites positives ne tendant pas toutes deux vers 1

Propriétés
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éoréme

Th

éoréme

Th

e

éoréme

Th

Propriétés

P

éoréme

Th

éoréme

Th

Suites de références
In(n)? < n® < a" < n! < n"

a

An+1

— On démontre le critére de comparaison logarithmique <k=an— 0sike€]0,1]

an
— On utilise le lemme pour montrer les trois derniéres négligeabilités
— La derniére est obtenue par une étude de fonctions

Théoréeme de Cesaro

n—+1

1 n
Uy —> | = Zuk—ﬂ
k=0

a

— On se raméne toujours au cas uy, —> 0
— On revient a la définition en séparant a l'indice utilisé pour la limite la somme et en majorant

— Le théoreme est aussi valable pour | = 400 avec une démonstration similaire a définition pres

Théoréme de Cesaro généralisé

a

— Soit (an),cn € REN telle que Zan diverge et une suite (uy), oy € KN

n
E apug

k= »
On pose v, = “=2— |a moyenne pondérée des termes de (uy), o

n
D
k=0

Uy —> | = v, — 1

La démonstration est analogue a Cesaro simple

— Si (Un) e €t (Vn), e, POsitives sont équivalentes
g Uy, et E vn, sont de méme nature et les sommes partielles sont équivalentes en cas de divergence

A | Application de Cesaro généralisé

Lemme de |'escalier
Upt] — Uy —> L = up —> nl

a

Cesaro puis télescopage

Sommes de Riemann
Soit f continue sur [a, b] a valeurs dans R

b—a

n

Cy

— b—a b
S f <a+k> —>/ F(t)dt
" =0 " @
est la méthode des rectangles

On utilise fréquemment lecasa=0et b =1
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5 Meéthodes d’analyse

5.1 Suites définies implicitement

Définition

On considere une suite de fonctions (fy,),c définies sur I
On forme la suite (), @ partir des solutions de f,,(x) =0

Méthode

Etudier une suite implicite

— On montre I'existence et |'unicité de (), v Par une étude de fonction puis TVI

— On étudie la monotonie de (z,,),,cn

— On détermine la convergence convergence monotone OU la divergence en oo

— On détermine la limite dans le cas de convergence

On essaye de déterminer un équivalent en passant a la limite dans I'équation

Un développement asymptotique peut &tre obtenu en réinjectant les équivalents successifs,,, _ termes précédents ~ ?
et en développant

5.2 Suites récurrentes

Définition

W e U N . .
Une suite récurrente est définie par ou f est continue sur [ et stabilise 1
Un+1 = f(un)

. . ug € 1
— Si f est continue sur [ et f stable et u,, : convergeant vers [
Un4+1 = f(un

[ est un point fixe de f;q) —;

Propriétés

Méthode

Construire une suite définie par récurrence

On relie successivement
1. La courbe de f

2. La bissectrice, idg

Fonctions contractantes

Définition

f contractante

DEF: On dit que f est contractante si 3k €)0, 1] tq f soit lipschitzienne

Soit V(z,y) € B?,|f(2) — f(y)| < k|z —y]
— Clest le cas pour une fonction ¢ tq 3k €]0, 1, | f/(z)| < k

& 1AF

Propriétés

Utilisation _des fonctions contractantes

On suppose I = [a,b], f est une fonction définie sur et stabilisant I contractante
— Il existe un point fixe ¢ de f sur [

— La suite récurrente définie par f converge vers c

On étudie f(x)—x pour montrer |'existence puis on montre |'unicité et on revient a la définition des fonctions lipschitziennes pour montrer
A la limite de uy,
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Fonctions monotones

Fonction croissante
8| Soit (un), ey définie par f croissante définie sur et stabilisant 1
ﬂé — (un nel est r,nonotone et sa monotonie dépend d.u sgne de u1 — ug
S — Si I est borné alors (uy), cy converge vers un point fixe
Q
Fonction décroissante
Soit (uy), .y définie par f décroissante définie sur et stabilisant I
\Lg — (Uzn%nem et (u2n+1)n€]N sont monotones, de monotonies opposées et leurs monotonies dépend du signe
?q:" de Ug — UQ
5‘ — Si I est borné alors (12, 41),cn €t (U2n),cy CONvergent vers un point fixe de f o f
Q.

A | Les points fixes de f sont inclus dans ceux de f o f

Etude d’une suite récurrente

— FEtude graphique de la fonction associée f
— Etude de g(2) = f(z) — =
— Recherche de points fixes
— Recherche d'intervalles ou f(x) > x
— Recherches d'intervalles stables
— Sur un intervalle stable
— f " = (up) monotone
— f\«= (u2n) et (u(241)) monotones

)
;_8 — f contractante sur [a,b] = (u,) —> Unique point fixe de f sur I'intervalle
g — Présentation des résultats en distinguant des cas selon la valeur de ug
Points fixes attractifs et répulsifs
— Si cest un point fixede f: I - R e %!

— Si |f'(¢)] < 1 on dit que c'est un point fixe attractif

— Si|f’(¢)] > 1 on dit que c’est un point fixe répulsif

. _— . . up =«

— Si ¢ est un point fixe attractif da > 0 tel que la suite converge Vers ¢
Unt1 = f(un)
A& | On montre que f est contractante sur [c — a,c+ a]

. e u =acl . .
" — Si ¢ est un point fixe répulsif et converge vers ¢ alors elle est stationnaire APCR
Y Unt1 = f(Un)
?q:J A | On utilise le TAF pour montrer que la convergence n’est compatible qu'avec la stationnarité
<
2
Q

Calcul d’un équivalent d’une suite définie par récurrence
e . up =€ 1
On définit la suite par tel up, — 0 et avec f(x) = = + azP + o(aP)
Un+1 = f(un)

o — On pose v, = u; | — uy et on remplace u, 1 par son DL
S — On choisit « tel v,, — lie v, =1+ o(1)
dg — Par le lemme de I'escalier on a alors u;, — ug ~ nl
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Propriétés

Démo

Définition

5.3 Récurrence linéaire multiple

Cas n = 2 : récurrence linéaire double

Dans R
Dans C
- A>0
- A=0 Uy, = A+ ur, (A, p) € R?
Uy = (A +nu)ry, (A ) € C? - A=0
— A0 n = (A -+ )l (A ) € B2
Up = A+ pr, (A, p) € C? — A <0, On pose r = pet??

Uy, = p"(Acos(nd) + psin(nb)), (A, ) € R?

Généralisation

(Uo, ceey up)
n+p—1

Un+p = Zi:o Ailln i
— L’ensemble des suites solutions est de dimension p

L | On montre ¢ : up — (uo, ..., up) est un isomorphisme

On cherche les suites géométriques de raison non nulle solution
N 1z . J o p—1
On se ramene alors a I'équation caractéristique 7, = Ei:o il
— Le polynéme admet ¢ racines dans C dont la somme des multiplicités est p
— On trouve une base de I'ensemble des solutions comme combinaison linéaire des (nﬂqrg)0<j<m 1
S)SMg—

Il'y a bien p éléments

5.4 Suites homographiques

o aly + b — C # 0
tn+l = cun +d — ad — bc # 0 sinon f constante

u, — Il=fl)=lecd?>+(d—a)l-b=0

— A < 0 = Pas de convergence
. Un —T1 p - .
— A >0 = La suite v, = ———,, <, est géométrique de raison r
Up — T2
— rl<lav, —0=u, —m
— || > 1= v, — 400 = up —> 12

— |r| = 1= v, et u, oscillent entre les deux racines

- A=0=uv,= est arithmétique = v, — +o00 = u,, —> r

Up — T
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MATHS 2

SERIES NUMERIQUES

1 Généralités

— La série de terme général u,, est la suite S, = >}'_ uy, dite suite des sommes partielles
— Si (Sn) e converge vers [ on dit que la série de terme général u,, converges~y, converge
5 — Sinon on dit que ) u, diverge
2
S . L ) s .
& — Si > uy, converge alors on définit R, = > u, — >." ug, le reste d’ordre n de la série
Q
Condition nécessaire de convergence
N 2 Up converge = up 0 Par contraposée on a alors
= .
?q:) On passe a la limite sur uy, = Sy, — Sp—1 Uy = 0= Zun dlverge
g‘ a /\ C'est une condition nécessaire et non suffisante
Q.
N — > uy, converge = R, — 0
pY
1
S (Un) ey CONVErge <> > Uy 41 — Uy, CONVerge
Q.
n — L
L | Opérations sur les séries
NYJ
=0 > u, et > v, convergent = > u, + Av, converge
S % 0 0 =Y cv+Y dv=> dv
Q% De plus > up + Avp =D Fup + A>T o,

2 Série a termes positifs

A | Il faut toujours vérifier la positivité avant d’utiliser les propriétés suivantes

— S u, converge < (S,). . n majorée

Comparaison _par majoration ou minoration
Si 0 < u,, < v, APCR
— > uy, diverge = > v, diverge
" — > vy, converge = Y u, converge
N +o0 +00
NJJ
s On a alors Zun < Zvn
o n=0 n=0
Q.
Comparaison par O ou <
0 .
Sl Siup = O0(vy,) ou uy, <K vy,
?“g — > uy, diverge = > v, diverge
09_ — Y v, converge = Y u, converge
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Propriétés

Définition

Propriétés

Définition

éoréme

Th

Comparaison par ~

Si uy, ~ vy, alors > u, et > v, sont de méme nature
Les natures sont les mémes mais pas les sommes

Séries de Riemann

L - 1
DEF: Ce sont les séries de terme général u,, = —
n

1
— 377 — converge & o > 1

A | Disjonction de cas sur le signe de a pour la monotonie de la fonction puis sur la position par rapport a 1 et méthode des rectangles

— Comparaison aux séries de Riemann

Up ~ —

S

Sida>1,4€R, n:O<a —Sida<LLAeR", ¢ — =0 (uy)

alors > u,, converge alors 3 uy, diverge

Soit u, = vy 1
—Q
n

a—1 A

Encadrement de S,, et R, par méthode des rectangles

— Sia > 1 alors R, existe et R,, ~

11—«

— Sia<1alors S, ~
11—«

Séries de Bertrand
1 a=1
E Wconverge®a>lou ﬂ>]_

Disjonction de cas sur « puis 8

Reégle de D’Alembert
Soit (un),en € (Rj)]N
— Si 3k €]0, 1] tq Ing, Vn > ny,

Un4-1

Un+1

< k alors E Uy, converge

n

— Si dng € N, Vn > nyg, > 1 alors Zun diverge

n

Critére de comparaison logarithmique Untl <k= u,=0(k")
a Un

. . Unp+4+1
— Corollaire : Si 1 4

Unp,
— Sil e [0,1] alors > u, converge
— Sil>1 alors > u, diverge

. Upt1 . .
ASi L 51 onne peut rien dire
Up,
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éoréme

Th

Critére de Duhamel
1
Pour u,, > 0, Untl :1_a+0<2>
n

U n

A
ElA,’U/n ~ o
n

P

éoréme

Th

Propriétés

Critere d’Abel

Soit (u,) € CN,V,, = ka
k=0

— Z upVE = unVy, + Z(Uk — k1) Vi

(Vi)nen bornée
— Up > 0 = Zunvn converge

Unp, \10
9 ma
Utilisation pour Z cos(n Z —

Définition

Définition

Sommation des relations de comparaison
Pour (un),cn €t (Un),cy @ termes positifs

— Up ~ Uy = Y Uy et Y v, sont de méme nature

— Si > uy, et Y vy, divergent alors Y7 up ~ Y1 Uk

— Si ) up et Y vy, divergent alors Y777 up ~ D02 L v
— Si up = o(vy)

— > uy, diverge = Y v, diverge et Y ,_up =0 (> p_oVk)

— > wn converge = > u, converge et Y 27 vp =0 (Y50, Uk)
— ldem avec u,, = O(vy,)

Cesaro généralisé ou définition de la convergence

A

3 Séries a termes quelconques

Série_absolument convergente
On dit que ) u,, est absolument convergente si ) |u,| converge

> uy, est absolument convergente = ) u,, est convergente
/\ La réciproque est fausse

Propriétés du module ou de la valeur absoluepisjonction de cas R-C

a

Série_semi-convergente
> u, est semi-convergente si » _ u,, converge et »_ |u,| diverge
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Définition

Série alternée
On dit que Y u" est une série alternée si 3 (an),cy € R de signe constant tel u,, = (—1)"a,,

éoréme

e

Th

Critere spécial des séries alternée
— |uy| est le terme général d'une suite décroissante

s Soit (un)nem € RN une série alternée telle — |up] — 0
— > uy, converge
o
- Rn - E up est du Signe de Un~+1 Premier terme

n+1
— |Ru| < |un1]

On montre que Sa,, et Sa,41 sont adjacentes

a

>

La sommation des relations de comparaison est impossible pour des séries de termes de signes quelconques

Méthode

Méthode d’éclatement des termes

— On effectue un DL
— On étudie les différents termes formés en temps que suite

Utiliser plutét O a la place de o

On montre Y O(X) converge absolument donc converge si X converge

/\ Ne pas oublier de considérer le O

Définition

Propriétés

Produit de Cauchy
Soient (ap)nen et (bn)new deux suites a termes dans K
n

Soit ¢, = Zanbn_k. Si > ay et > b, convergent absolument
k=0
— Z ¢, converge absolument

oo oo n
=D en= (D) { 2be
k=0 k=0 k=0

A | On se ramene au cas ol les suites sont positives et on résonne sur le triangle formé dans le plan

4 Comparaison série intégrale

— Soit f: Ry — R continue, positive et décroissante

Zf(k) et / f sont de méme nature
k=0 0
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Propriétés

A | Méthode des rectangles

éoréme

7

Th

Propriétés

Propriétés

Propriétés

Propriétés

Equivalent de Stirling
n
nl ~/2mn (E)

e
Un+1 . n! L. , n\n
— DL de + ol v, = ———, on montre |'existence d'une constante n! ~ K\/ﬁ (7)
Un nte—n e
A — Intégrales de Wallis pour déterminer la constante

5 Compléments

Reg‘roupement par_paquets

Soit (n)new € KN et ¢ : IN — IN strictement croissante telle (0) = 0
o(n+1)—1

On pose v,, = Z
k=p(n)
— Zun converge = Zvn converge et Zgo Up = ZS Vg
— > vy, diverge = > u, diverge

On étudie les sommes partielles de v,, en sommant les paquets
/\ La réciproque est fausse sauf dans deux cas

- (un)nelN S R$
— up — 0 et les paquets sont bornéss,, jeur iongueur (ie. IM € IN,Vn € IN, o(n 4+ 1) — ¢(n) < M)

Modification de I'ordre des termes d’une série

— Modifier I'ordre des termes peut modifier sa nature ou sa limite
— Aucune modification si la série est absolument convergente

Critére de Duhamel
1
Si u, >0, 2t :10‘+0<2)
n n

Up, A
Alors A, up ~ —
n

Critére d’Abel

Soient (uy), (v,) € C*N et V, = ka
k=0

n n—1
1. Z URVE = Up Vi + Z(un — Upy1) Vi
k=0 k=0

(V) bornée

= Up Uy CONverge
Uy > 0 et vy, N\ Znn

Utiliser pour Z cos(nd) ot Z exp(inb)
not

nOz
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Définition

Définition

Définition

Définition

MATHS 3

ALGEBRE LINEAIRE

1 Structures élémentaires

DEF: Une loi de composition interne est une application £ x F — F

Groupe

Un groupe est un ensemble G muni d'une loi de composition interne x tel :
— % est associatiVe(y 4 b) xc = ax (b c)
— (G admet un élément neutreg s e — exq — e
— Tout élément admet un inverse, ,p—pxq = e

Si * est commutative, xp — b« o alors le groupe est dit abélien

(R, +),(Z, +), (R*, +), (GLn(R), +)

— e est unique
— L'inverse est unique
— Simplifications axb=a*xc=b=rc

Anneau
Un anneau est un ensemble muni de deux lois de composition internes + et x tel :
— (A, +) est un groupe abélien
— X est associative
— X admet un élément neutre
— + est distributive par rapport @ X (4 1 p) xc=axctbxec
Un anneau est intégre si V(a,b) € A,axb=0=aoub=0

(Z,+, ), (Q, +, x), (R, +, x), (C, 4, x), (K[X], 4, x), (M, (K), +, x)

a#0
— a € A est nilpotent si 7 . Il n'y a pas de nilpotent dans A intégre
dpeN,a? =0
Corps
Un corps est un ensemble K tel
— (K, +, x) est un anneau
— (K\{0}) est un groupe
ﬁ‘ (Q7+7 X)7 (]R’7+7 X))(C7+7 X)
K-espace vectoriel
Un K-espace vectoriel est un ensemble muni de deux lois tel
— (E,+) est un groupe abélien
—UneIoiinterne+EXE - F —l-u=u
(u,v) — u-+v XA (pu) =) u
— Une loi externe KxbE = E — At u=Autpcu
‘(A’U,) — AU —)"(J‘—E—J)—)"Jj—!—) (3
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Définition

FE | Vecteurs
K | Scalaires

K, K" K[X], KN 9, ,

Définition

Propriétés

K-algebre

Une K-algébre est un ensemble muni de deux LCl +, x et d'une loi externe - tel
— A(+, - ) est un K-ev
— A(+, x) est un anneau

. m, (K), K[X], Z(E)

Sous-structures

Sous groupe Sous-anneau Sous-corps Sev
— e€esS — (S,+)sgde A — (S,+) sgde (A, +) — 0€esS
— VY(a,b) € S%,a-beS — VY(a,b) € S?2,axbe S — (8%, %) sg de (A*, x) — Y(a,b,A) €S2 xK,a+AbeS
— VYa€S,ates

Sous-algébre Une sous structure de X est une structure X

— (8,4, X) sous-anneau de (A, +, X)
— (S,+, - )sevde (A, +, )

Propriétés

Propriétés

Définition

Morphismes
@+ A = BModulo les bonnes lois
Groupe Anneau Ev Algebre
= pla - b) = pla) x p(b) — pla+b) =pla)+eb)  — @la+b)=p@)+p(b)  — Morphisme d'anneau
— plaxb) =pa) x pd) — o(Aa) = Ap(a) — Application linéaire
— Idem pour les corps — @=Applications linéaires
peZEF)

2 Espaces vectoriels

A=0ou
z=0
— FetGsev= FNG sev
Soit une famille (F;) de sev ﬂE est un sev

— Xr=0=

)

— /A FetGsev=FUGQG sev
Saufsi FCGouGCF

L | Par I'absurde en prenant des éléments de A\B et B\A

Combinaisons linéaires

DEF: Une combinaison linéaire de (x1 — x,,)est tout vecteur de la forme v = E Ai;
i
— On note vect(z; — ) I'ensemble des combinaisons linéaires de (z1 — x,)

— On dit que = est combinaison linéaire de vecteurs de A si 3(z1 —zp) € A, x = Z)‘ixi

)
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Définition

Définition Propriétés

Définition

Propriétés

Définition

Définition

Définition

L'ensemble des combinaisons linéaires de A est noté vect(A)
vect(A) est un sev est appelé sous-espace engendré par A
A = {x¢} = vect(A) est la droite vectorielle dirigée par 2oidem pour un plan vectoriel

A est un sev < A = vect(A)
(Z(E,F),+, - ) est un K-ev

Applications linéaires

Soit u € Z(E, F)

E = F = u est un endomorphisme
u bijective = u est un isomorphisme
E = F et u bijective = u est un automorphisme

Soit u € Z(E, F)

Ker(u) = {z € E,u(z) = {0}}
Im(u) ={y € F,3z € E,u(x) =y}

Ker et Im sont des sev respectivement de E et F'

u injective < Ker(u) = {0}
u surjective < Im(u) = F

- F

H H . !
Restriction : Pour E’ sev de E u|p ~ u(z)

Corestriction : Pour F’ sev de F tel Im(u) C F’ ul""

E —

r —
, !
Pour E' sev de E et I’ sev de F tel uw(E') C F' ulk, f : F

Ces applications sont linéaires

La restriction et correstriction d'un endomorphisme est un endomorphisme

Ker(u|g) = Ker(u) N E’ — Ker(u|f") = Ker(u) — Ker(u|f,) = Ker(u) N E’
m(ul ) = u(E) — Im(uff") = Im(u) ~ Im(ully) = u(E)

Somme _directe

On définit

Fi x — x F, - Fi+—-+F,
(11 X = xxp) = @1+ =+
 est surjective et linéaire par définition

Si ¢ est injective alors (Fi, —, F)) sont dits en somme directer, ¢ — o F,

e 2, =0=>Vi,x; =0, (x1 —xp) € (F1 X — X F))

Si (F1 — F},) sont en somme directe alors y € (Fi + — + F),) se décompose de maniére unique dans ces
ensembles

Pour 2 ensembles : F & G < FNG = {0} A Faux pour plus d’ensembles

Ensembles supplémentaires

F' et G sont supplémentaires dans E si

FoG

Kilian Rouge

49




- F+G=F

=

2 . . F+G=E

‘) F et G supplémentaires < Ve e B, (rp,zq) € F x G,z =xp + 2¢
S FnG={0}

Q

A | Ne pas confondre supplémentaires et complémentairess; g — r o G alors = ¢ Fs#r € G

Définition d’une application linéaire par ses restrictions a des supplémentaires
Soitue Z(E,F)etGet Htel E=G®H
u est entierement définie par ses restrictions a G et H
o Soitpourve Z(G F)weZ(H F),JueZ(E F)ulg=nvup=uw
‘L On montre |'existence par analyse synthése puis I'unicité
S A
<
=
On oénéralice noiir nlic de deiix eiinnlédmentairec
Théoréme noyau image
Soit u € Z(E, F) et G un supplémentaire de Ker(u) dans E
< u induit un isomorphisme de G dans Im(u)  1m(w) , .
OE.) ulg est un isomorphisme
‘L On montre injectivité et surjectivité
of 4
<
~
3 PrOJectlons et symetrles
Projecteurs
: . .~ . ) plr=idgrE
DEF: p est un projecteur sur F' parallelement a G si | (FB)
rle = 02,k
— pop=p <& pest le projecteur de Im(p) parallelement a Ker(p)
. P . Pr N . AN
— Si E = F & @ alors on définit les projecteurs de e ol q est le projecteur associé a p
lellba
c —q=id—p
= | Im(p) = Ker(q)
S Im(q) = Ker(p
Q
Symétries
L . N .| slp=iderEE
DEF: s est la symétrie sur F' paralléelement a G si | '_’?( E)
sl = —id ¢,k
— s est une symétrie = sos =idg
— sos=1id = s est une symétrie
- A& | Décomposition sur Ker(s —idg) et Ker(s +idg)
£
g . .
tg — SI EzF@Galors SFHG:2pF||G_1d

4 Familles
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Définition

Famille libre
DEF: (21 — o) est libre si V(A — A,) € K™, Az = 0= (A1 — A,) = (0 0)

— Une famille infiniej,dexée par un ensemble €St Ilibre si toutes ses sous-familles le sont
— Si une famille est libre, elle a ses vecteurs linéairement indépendants

DEF: Une famille qui n'est pas libre est liée
— On appelle relation de dépendance linéaire une relation tel x = Z)\imi

]

Définition

Famille génératrice

DEF: (z1 — Zn)de £ €St génératrice si vect((z1 — x,)) = F

n
ie Vy € E,3n € N,3(21 — 2n) € (x)icr, I — An) €K™y = Aim;
[

Définition

DEF: (z1 —x,) € E™ est une base de E si elle est libre et génératrice

— Cadre Fini : Si (e; — e,,) est une base de E alors Vo € E, (A — \,) € K™, x = Z)‘iei

(A1 — A\p) sont alors les coordonnées de z dans la base (e; —ey,)

A | On sépare existence et unicité

— Cadre infini

DEF: (\;)ier € K" est dite presque nulle si 3.Jgni C I,Vi € I\J, \; = 0, on note K() ces familles

— Soit x € I, E”<)\i)iel S ]K(I),.I' = Z i€
i€l
(M\i)ier sont les coordonnées de x dans la base (e;)icr

& | On sépare existence et unicité et on se raméne au cadre fini

— Base canonique de K" : ¢; = (0 — 010 — 0)

%  _ Base canonique de K(X) : ¢; = X°

Propriétés

— Une famille comprenant Og est liée'
— Deux vecteurs sont colinéaires < La famille est liée
/\ Faux pour plus de deux vecteurs
— Une famille est liée & Un vecteur est combinaison des autres

— Toute sous-famille d'une famille libre est libre
— Toute sur-famille d’'une famille génératrice est génératrice

— Une famille libre maximale est une base
— Une famille génératrice minimale est une base

— L'image d'une famille libre par w injective est injective
— L’image d'une famille génératrice par u surjective est surjective
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Propriétés

7

éoréme

Th

7

éoréme

Th

Définition

Propriétés

éoréme

Th

éoréme

Th

— L'image d'une base par un isomorphisme u est une base

— L'image d'une famille génératrice par u est une famille génératrice de Im(u)
— L'image d'une famille liée par u est une famille liée

Caractérisation d’'un isomorphisme
Siu e Z(E,F) transforme une base de E en une base de F' c'est un isomorphisme

On montre injectivité puis surjectivité

A

Caractérisation d'une application linéaire

— Une application linéaire est entiérement caractérisée par |I'image d'une base
— dlue Z(E,F),Vie€ ILu(e;) = fi

A | Analyse synthése pour montrer I'unicité puis I'existence

5 Dimension finie

— FE est un K-ev de dimension finie si il existe une famille génératrice de FE finie

— Lemme de Steinitz : Si F' = vect(z1 — x,,) toute famille de n + 1 vecteurs de F est liée

A | Récurrence et RDL

— Les bases de E de dimension finie sont de cardinal fini et ont toutes le méme cardinal : dim(F)

A | On suppose par I'absurde que de bases n'ont pas le meéme cardinal = Steinitz

Théoréme de la base extraite

— |l existe une sous famille de toute famille génératrice qui est une base
— Corollaire : Tout K-ev fini admet une base

On montre que I'ensemble des familles libres de E est non vide et la plus grande est une base

A

Théoreme de la base incompléte
Soit (z1 — x;) une famille libre de E, on peut compléter cette famille en une base de £
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— Entre une famille libre et une de ses surfamilles génératrice on peut trouver une base
— Toute famille libreggngratrice de cardinal dim(E) est une base
" — Tout sev de ¥ admet un supplémentaire
QO
?§ A | On forme une base de E par le TBI a partir d’'une base de ' C E
[}
e
Q.
Théoreme de la décomposition adaptée
o F = vect((e;);
£ Soit J, K une partition de [1,n] et ((e:)ses)  FOG=F
ck) G= Vect((ei)ieK)
:é’ On généralise pour p sev
Théoreme de recollement
Soient F' et G deux supplémentaires de E de bases (fi — fp,) et (g1 — gq)
(fi = fp» 91 — gq) est une base de E
()
qu) On montre la liberté et la génération
o
@ On généralise pour n supplémentaires
~
— (e1 —ey) est une base adaptée a Fgim = p si (e1 — €p) est une base de F'
9 — FE et F sont isomorphes < dim(E) = dim(F)
?g A | On passe par une application linéaire de £ dans I
e
Q.
Opérations sur les dimensions
— dim(F x F) =dim(FE) + dim(F)
A | On montre que ((e1,0Fr) — (en,0r)(0g, f1) — (0m, fn)
— dim(E™) = ndim(FE)
— dim(Z(E, F)) = dim(FE) x dim(F)
A | On montre I'isomorphisme de ¢ ‘ f(E’ F) :: (qf(el) —ulep))
— dim(Z(E,K) = E*) = dim(E) ces éléments sont appelés formes linéaires
FcdG
— _ . =F=G
dim(F) = dim(G)
— Formule de Grassmann : dim(F + G) = dim(F') + dim(G) — dim(F' N G)
A  On part du théoréme du rang, f ‘ @Xy)G :: 5:_5 est surjective et ¢ ‘ im G :; gﬁerSJ;)) est un isomorphisme
\§ n n
NS . .
s - PF e dm(F + -+ F,) =) _ dim(F)
o i=1 i=1
Q.

6 Rang d’une application linéaire

DEF: rg(u) = dim(Im(u))
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— rg(u) < max(dim(E), dim(F))
. F+G=F
— Corollaire de la formule de Grassmann : F &G = F &
FnG={0}

— rg(vou) < min(rg(u), rg(v))
Si u, est un isomorphisme rg(v o u) = rg(v),g(u)

Propriétés

Théoréme du rang

— Pour E finiet u e Z(E,F)
dim(E) = rg(u) + dim(Ker(u))

u)

Loy . I . .
A | Théoréme noyau image : u|E",'( est un isomorphisme

— Corollaire : Si E est fini A\ Faux en dimension infinie
u injective < w surjective < wu isomorphisme

Théoréme

7 Polyndmes d’interpolation de Lagrange

— Soient (a; — ant1), (b1 — bpyq) € K2HD
AP e K,[X],Vi € [1,n+ 1], P(a;) = b;, on I'appelle polynéme d'interpolation de Lagrange

K,[X] — Kttt . .
A 90‘ P — (P(a1) — P(an) est un isomorphisme

n+1 n+1 X — a:

— P(X) =) biLi(X)ou Li(X)= [] < J)
i=1 i N T

A | Comme L; est du bon degré il sufft de verifier que ¢ca marche

Définition

8 Formes linéaires et hyperplans

DEF: H est un hyperplan < dim(H) = dim(E) — 1

— Soit ¢ € E*, Ker(p) est un hyperplan
— dp € E*, H = Ker(p)

- K

L& T =2 )ie; on montre Ker(¢) = H pour ¢ ‘ f S

H hyperplan < 3p € EX\{0g+}, H = Ker(y)

— 3(p,9) € E* Ker(p) = Ker(yh) = ¢ < ¢
— Tout sev de dimension p < n = dim(F) est l'intersection de n — p hyperplans

Propriétés

Equation cartésienne d’un hyperplan

— On compléte les vecteurs de I'hyperplan en une base B de F
— On résout le systeme lié a (z1 — ) = Z Aib; pour exprimer les \; en fonction des (x;)
beB

Méthode
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Définition

Propriétés Définition

Propriétés

Propriétés

MATHS 4

MATRICES

1 Généralités

B : _ [1,n] x[1,p] — K"
Une matrice est une application A G, —AG )

— On représente la matrice sous forme d'un tableau de n lignes et p colonnes
— On note M,, ,(IK) I'ensemble des matrices de dimensions n x p a valeurs dans K

Matrice d’une application linéaire

uer) -+ ulej) - ulen)
fi aiy --coay; o ccc alp On décompose u(e;) dans la base F
u(ej) = 3, aij fi
On forme la matrice des a;;
fi @i v Qo G
On note A = mate r(u)
fn anl e anj .. anp

— VAeM,,,Jue L(E,F)mate r(u) = A

A | Une application linéaire est entierement définie par I'image d'une base

— On appelle matrice canoniquement associée la matrice matpgc, pc, (1)

Opérations

— Somme : (a + b)ij = a; + bij
— Produit : ()\a)i]’ = )\aij
— Produit matriciel : (ab);j = ") airb;

— matp, B (U o U) = matp, B (v) X matp, By (u)
A | Caleul de v o u(e;)
Z(E,F) — Mpy(K)

- Pl —  matg, s, (u) est un isomorphisme

— Ax(Bx(C)=(AxB)xC
— Ax(B+C)=AxB+AxC
— Eij x By =015

— AxB=I,&BxA=1,

AV %”(K) :)) 9]\3/}">5154) est un automorphisme puis utilisation de la surjectivité
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Définition

Définition

Propriétés

Propriétés

Propriétés

Algeébre des matrices carrées

— (M, (K),+, -, x) est une algébre non commutative

Matrices inversibles

DEF: A est inversible & 3B, A x B =1,
— On appelle groupe linéairey, (k) de M, (K) I'ensemble des matrices inversibles
C'est un groupe pour la loi x
— Si l'inverse existe, il est unique
_ (A—l)—l — A
— (AxB)t=B"1x A"l

— On note GL(E) I'ensemble des automorphismes de E
— u € GL(F) & matp(u) € GL,(K)
— matg(u~t) = matg(u) ™!

Matrices triangulaires et diagonales

Matrice Triangulaire supérieure Triangulaire inférieure Diagonale
Normale Stricte Normale Stricte
Définition 1>7=a;; =0 12>27=>a;; =0 1<j=>ay; =0 1<j=>ay =0 i;éj:>a¢j=0
Ensemble Tt Tt T T~ Dy
1 -1 1 -1
Dimension nn+1) n(n ) n(n+1) n(n ) n
2 2 2 2
u€ X S uley) € | vect(er —ey) vect(e; —eg—1) | vect(er —en) vect(eg+1 —en) | vect(eg)

— Ces ensembles sont stables par le produit
— Les matrices triangulaires strictes sont nilpotentes

Polynomes annulateurs

— Toute matrice admet un polyndme annulateur ie VA € 9, (K), 3P € K[X] # 0, P(A) =0

A | Par Steinitz, (In, A, 7,A"2) est liée = 3 RDL

— Corollaire : VA € GL,(K)3Q € K[X],A™! = Q(A)
— Corollaire : Soit F stable par x contenant I,, A€ FNGL,(K)= A"'ecF

— En considérant B la base de F adaptée a F'

u stabilise F' < matg(u) :<3 :)
— Généralisation : Si E = @!_, F; et u € Z(E)
u stabilise F; < matp(u) est diagonale par blocs ou chaque bloc est de taille dim(F;)

2 Rang d’une matrice
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Définition

DEF: rg(A) = dim(vect(Cy — Cy,))
— rg(matg r(u)) =rg(u € L(E,F))

(z) est un isomorphisme

Propriétés

— AeM,,(K) = rg(A) < min(n,p)
— rg(AB) < rg(A)rg(B)

— Si B inversible, rg(AB) = rg(A)

— AcGL,(K) < rg(A)=n

3 Changement de base

Définition

DEF: On appelle matrice de passage de B a BB/, la matrice Ps_,p = matg(B’) = matp p(idg)
On exprime les vecteurs de la nouvelle base dans I'ancienne
— Pp_p est inversible et d'inverse Pg_.p

Théoréme

Formules de changement de base

— Lien entre anciennes et nouvelles coordonnées

, idg
B — B
P
— Lien entre ancienne et nouvelle matrices

f=idgo foidg

e 1 F mater 7 (f) = matry(idp) mate 7(f) mate g(idp)
M
idg TP Q! lidg M = Q! M P
g %’) F matgr(f) = I’Ilat&B/(idE) matlg(f) matgfﬁ(idE)
F N—— —_—— N
M’ = P_l M P

Décomposition d'un vecteur de |'ancienne base dans la nouvelle

a

Définition

Matrices équivalentes

DEF: A et B sont équivalentes < 3(P,Q) € (GL,(K) x GL,(K)),B=Q 'AP
— C’est une relation d'équivalence
— A et B sont équivalentes < Elles représentent la méme AL dans deux bases différentes

- rg(A) =r << Aest éqUivaIente a JrDiagonale de 1 sur le premier bloc

On applique le TNI a un supplémentaire de Ker(u) dans E et on forme la matrice J, a partir d'une base complétée adaptée a |a
décomposition

— Corollaire : rg(A) = rg(AT)
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Définition

Définition

Propriétés

Matrices semblables

DEF: A et B sont semblables & 3P € GL,(K),B = P71AP
— La relation de similitude est une relation d'équivalence
— A et B sont équivalentes < Elles représentent le méme endomorphisme dans deux bases différentes

A On montre que P est une matrice de passage et on applique le changement de base pour montrer A = matg, (u) et B = matg, (u)

— /\ La relation de similitude n’est pas équivalente 3 la relation d'équivalence
— Deux matrices semblables ont la méme trace

Montrer que deux matrices sont semblables revient 3 montrer qu’elles sont I'image d'un méme endomorphisme dans
@ deux bases différentes

4 Eléments de calcul

Pour des endomorphismes faisant intervenir la transposée on décompose sur M, (K) = A, (K) & S, (K)

Trace d’une matrice carrée

DEF: tl“(A) = Zaii
i=1

— tr est une forme linéaire
— tr(AB) = tr(BA)
A\ tr(ABC) # tr(ACB) : Vrai uniquement pour des permutations cycliques

— H = Ker(tr) forme un hyperplan de dimension n? — 1 de base (Ej;)iz; U (Eii — Enn)ic[1,n-1]

- tr(u) = tr(matB(u))Justiﬁé car la trace ne dépend pas de la base car matrices semblables
— Pour p projecteur tr(p) = r8(p) Notons tr(p) € N

A | Expression de la matrice d'un projecteur adaptée a la décomposition Ker(u) ® Im(u) = E

Matrices définies par blocs
Al B A"B/ B A+A/‘B+B’
B <0 D>+<O’D’>_<C+C’D+D’>
- (A B)(A’B’)_(AA’+BC’AB/+BD’>
C|D C’"D’ - CA’+DC’"CB’+DD’
Alo\" A" |0
()5
Plo rPlo\" Pl oo
_ (0@) inversible < P et () inversibles on a alors (%) = ( R )

P|R
— Plus généralement | ———— | est inversible

0@
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Propriétés

Méthode

— Les opérations de pivot par blocs sont possibles
— Généralisable avec plus de blocs

Inversion de matrices

— Chercher un polynéme annulateur

— Interpréter la matrice comme une matrice de passage et trouver |'expression inverse des bases
— Interpréter A = matg(u)

— Si A est diagonalisable A = PDP~! = A~! = pp~1p-!

com(A)T

- F le A=! =
ormule det(A)
— Résoudre A x B =1,
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MATHS O

DETERMINANTS

1 Formes n-linéaires alternées

L E" oK
ber: ‘ (z1—zn) —  flz1— )
DEF: f est une forme n-linéaire alternée si

V(z1 — zy) € E™,3(1,5) € [1,n]?,i # j,xi =25 = f(z1 —20) =0

— On note .Z,(E, K) I'ensemble des formes linéaires n-alternées

est n-linéaire si f est linéaire par rapport a chaque vecteur

Définition

A | Une forme n-linéaire n’est pas linéaire

— Z(E,K) est un K-ev, sev de #(E", K)

— f est une forme n- linéaire alternée < V(xy — x,) € E™,VY(i,4) € [1,n]%,i # 7,
fler—xi—zj—xp) = —fx1 —xj — 2 — xp)

— Si E est un K-ev de dimension n alors dim (Z(E,K)) =1
Cet ensemble est donc une droite vectorielle

Propriétés

Déterminants

Der: 3lf € Z,(E,K) tel f(e1 —e,) =1
f est alors le déterminant de la base B = (e; — e,,) et se note detp

A | Unicité : On suppose I'existence de f et g, comme .Z(E, K) est une droite f o< g et on applique f(e1 —en) = g(e1 —en) =1

— detg = detB/(B) X detp

A On a proportionnalité des deux déterminants car éléments de .£(E, K) et on détermine la valeur du coefficient de proportionnalité

— (21 — xy,) base de £ < detp(x1 —zp) #0

=
3
s A | < par contraposée, = par ce qui précede
.é
O
Q
r - ’ - 7
2 Deéterminant d’une matrice carrée
Déterminant d’une matrice carrée
a DY a

Il existe une une unique application det %”(K) : ffet(M) telle L1 Lm
5 — det est linéaire par rapport a chacune des colonnes de M
E’ — det est antisymétriqUePermutation de deux colonnes = det change de signe Gn,1 *** AGnn
§ — det(l,) =1 Notation de Cauchy
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Détermination du déterminant,, — 5 ¢t ,, — 3

° ) e ° o °
[ o
+ -
° ) ° © ® °
()]
3 o o ° ) ° © ® ©
=
NS
S
Opération Nom Notation | det
. A - A
Ci < Cj Permutation | P; ; — det L1 Lm n
o det(A)=| o . |=]]A4u
C; +— \C; Dilatation D; (M) Adet o paiey
0 0 A, -
Ci + Cij+ XCj; » ; | Transvection | T; () o4 Pour A € D,,(K) U T, (K) U Ty (K)
Mgéme conclusion pour des opérations sur les lignes
Pour la matrice triangulaire, on fait une récurrence sur n et un développement sur la premiére colonne
a
Regles de calcul
A\ Pas de sommeSqeq(4 + B) £ det(A) + det(B)
— det(AB) = det(A) x det(B)
— det(AA) = A" det(A)
1
— Ae GL,(K) & det(A 0 : On a alors det(A™1) =
W(K) & det(4) 7 (4™ = Jorm
A | On utilise rg(A) = n donc (C1 — Cyp) est une base de E d’oli det # 0
— det(AT) = det(A)
L | Série de transformations élémentaires pour se ramener a une triangulaire inférieure et transposition du produit de matrices élémentaires
b
0
8
Q - det(u) = det(matB(u))Ne dépend pas de la base choisie
Q.
Déterminants par blocs
Al * P *
Pour des matrices carrées ) .
0 Ay .
i’} A « Généralisation : 2 = Hdet A;
2 |0 5| e des) ST =
N 0 0 A,
Q.
Formules du développement d’un déterminant
DEF:  On appelle mineur,, ; de A d'indices (3, ),
le déterminant de la matrice A privée de la ligne i et de la colonne j
DEF: (—1)"J A, ; est de cofacteur de A d'indices (i, j)
2| Der: ((=1)"7A; ;) € M, (K) est appelée comatrice oy, 4) de A
<]
Al
g» Soit n > 2 et A € M, (K),Vk € [1,n],
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éoréme

Th

éoréme

Th

Méthode

Méthode

éoréme

Th

n

— i+k
- det(A) - E (_1) ai,kAi,k Développement de det(A) selon la k¢ colonne
i=1
n

— i+k
- det(A) - E (_1) ak,iAk,iDéveloppement de det(A) selon la ke ligne

=1
A | Utilisation de la n linéarité et opérations sur les colonnes puis les lignes

Formule de la comatrice

— Acom(A)T = com(A)T A = det(A)I,

A | On montre Cj; =det(A) et Cjj, = 0 pour C' = com(A)T A par développement

— On a alors une expression de A~! pour A € GL,(K)
— On peut montrer que det(A) est polynomial par rapport aux coefficients de A
det(A + xB) est un polyndme de degré < n

Développement du déterminant

+ - + =
— On raye la lignecojonne €N question -+ - +
— Pour chaque élément de la lignecoionne rayée + - + —
— Le signe est donné par la matrice des signes - 4 - 4+
— On multiplie par I'élément
— La matrice carrée résultant de la rayure eee
de la colonnejgne de I'élément c e e + e X

Méthodes de calcul

Opérations élémentaires <+ Pivot

— Développement suivant lignes ou colonne
Utilisation de polynémes

— Développement par n-linéarité

— Dérivation

Calcul de valeurs propres

Déterminant de Vandermonde

1l oozt!
1ol o 2l™!
Vn(xl,...,xn) =1 . ) = H (l’j —.’BZ')
oy - 1<i<j<n
1ol 2! SISIS

Récurrence en utilisant des opérations élémentaires puis un développement par rapport a la premiéere colonne

a

= V(a,b,c) = (¢ =b)(c = a)V(a,b) = (¢ = b)(c = a)(b - a)
V(xl, ceey ) = ( — .’Enfl)...( — (L’l)V(.’El, ...,l’nfl)

3 Systemes linéaires
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Définition

DEF: On appelle équation linéaire une équation du type (E) : f(z) =bou f € Z(E,F)
— On note .¥g I'ensemble des solutions : I'équation est compatible si g # 0
— f(x) = 0 est I'équation homogene associée a (F)

Propriétés

— (F) est compatible < b € Im(f)
— 5 = .Yy + xo ol x( est une solution particuliére

f(z1) = b
— Superposition : Si alors f(Az1 + Aaza) = A1b1 + Aaba
f(w2) = b
Cas f (E)
rg(f) = dim(F) Surjective Compatible
rg(f) < dim(F) Non surjective | Pas toujours compatible
| rg(f) = dim(E) Injective Compatible = Unicité
rg(f) < dim(FE) Non injective | Compatible = Unicité
rg(f) = dim(F) = dim(F') | Bijective Existence et unicité

— Un systéme linéaire se traduit matriciellement

— A =matg r(f) est la matrice de .75
AX = B — X est le vecteur colonne des coordonnées de x dans £
— B est le vecteur colonne des coordonnées de b dans F

— g est compatible < B € vect(C1 — Cgim(p))

Définition

Propriétés

Propriétés

Systéemes de Cramer

— g est un systéme de Cramer si A est inversible
Soit dim(F) = dim(F') et det(A4) # 0 < f bijective

T
. . . det(C7 — C;_1BC;1 1 — C,
— |l existe une unique solution X = : ou x; = (G U i n)
: det(A)
Tp
A | n linéarité en exprimant B
4 Géométrie
Orientation d’un espace vectoriel
— On fixe B une base
— Pour B’ on définit I'orientation comme
— Directe si detg(B’) > 0
— Indirecte si detg(B') < 0
— (E,B) est alors un K-ev orienté
Points alignés
1 1 1
— (My, Ms, M3) alignés < | x1 x9 23| =0 — Equation d’une droite passant par deux points
Y1 Y2 Y3 L
T, 9 x| =0
=> On part du systéme et on inclut ax + by = ¢
Al = Existence d'une RDL entre les lignes yr Y2 ¥y
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Propriétés

Propriétés

Propriétés

Propriétés

Points coplanaires

1 1 1 1
T1 Ty T3 T
— (My, My, M3, My) coplanaires < Sl )
Yr Y2 Y3 Y4
Z1 R9 R3 24
1 1 11
. T1 Ty T3y T
— Equation d'un plan passant par trois points : bz s =0
Yi Y2 Y3 y
Z1 R9 23 X%
Points cocycliques
1 1 1 1
X Xz Xz X
— (My, My, M3, My) cocycliques < ! 2 3 4 =0
Y1 Y2 Y3 Y4

w3 +yl w34y 2343 i+l

= Les points appartiennent a x? + y? + ax + by; + ¢ = 0 RDL entre les lignes
a < |l existe un cercle passant par 3 points on montre que le quatriéme y est aussi

1 1 1 1
= . . . x1 xo x3
— Equation du cerclecirconscric Passant par trois points,on aplatis : =0
Y1 Y2 Y3 Yy

oy +yi 23 +ys 23 +y3 ¥y

Points cosphériques

1 1 1 1 1
T1 T2 3 T4 5

— (Ml,MQ,Mg,M4,M5) cosphériques = Y1 Y2 Y3 Ya Y5 =0
21 22 23 24 25

o} +yf 2] 23 tys a5 adhyi+2f af vyl +ef 2 tyd 4

— = Equation d'une sphére passant par 4 points non coplanaires

Concourance

ap az as
— D1, Dy, D3 concourantes ou paralleles < | by by b3 | =0o0uD;:a;x+ by =c
= On distingue les cas concourance et paralleles | C1 €2 C3
A < On distingue rg(A) = 1 et rg(A) = 2 pour lequel on prend un point dans l'intersection de deux droites, on applique les formules ¢
Cramer et un développement pour montre qu'il appartient a la troisieme
a; as az a4
b1 by b3 by
=0ouP;:aix+by+cz=d;
C1 C2 C3 (4
di do d3 dy

— P1,Pa, P3, P4 concourants ou paralléles <
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Définition

Définition

Théoréme Propriétés

Définition

MATHS 6

REDUCTION

1 Eléments propres

Vecteur propre

On dit que = € E est une vecteur propre de u € Z(F) associé a A € K si
— X 7'5 O
— u(x) = Az

On note E)(u) = Ker(u — Aidg)

— x est vecteur propre de u < x € E)(u)\{0g}

Valeurs propres

On dit que X est valeur propre de u si E)(u) # {0}

On appelle spectre de u I'ensemble de ses valeurs propres

D'ou A € sp(u) & Ey(u) # {0g}

Si A\ € sp(u) on dit que F)(u) est le sous-espace propre de u associé a A

Tous les vecteurs de E\(u) sont des vecteurs propres sauf O

Ey(u) = Ker(u)
Corollaire : 0 € sp(u) < u n'est pas injective
Si A#0,Ex(u) C Im(u)

A€ sp(u—aidg) & A+ «a € sp(u)

E,\(u — OtidE) = E)\+a(u)
Une famille de vecteurs propres associés des valeurs propres distinctes est libre

A | Récurrence sur la liberté de la famille

Sous-espace propre et somme directe
Une somme de sous-espaces propres associés a des valeurs propres distinctes et directe

On
A

Exi(u) + =+ By, (u) = By (u) X = x By, (u)

(1 — ) S md -+ est injective < Ker(p) =0

montre que ¢

Lien avec les matrices

A est valeur propre de A si 3X € M, 1 (K)\{0}, AX = \X
X est un vecteur propre de A
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Définition

Définition Propriétés

Théoréme

Propriétés

Propriétés

Théoréme

Propriétés

— On définit sp(A) comme I'ensemble des valeurs propres de A

— X € sp(matp(u)) < A € sp(u)

— On appelle sous-espace propre de A associé a A noté E)(A), Ker(u — Aidg) ou u est I'ECA
Par abus de notation Ker(u — Aidg) = Ker(A — A\I,,)

2 Polynéme caractéristique

— Aesp(u) & u—Nidg ¢ GL(E) < det(u — Aidg) =0
—desp(A) e A—- ), ¢ GL,(K) < det(A — \I,) =0

Polynéme caractéristique

— Matrice : xa(z) = det(z1, — A)
— Endomorphisme= x,(z) = det(idgz — )

Lien avec le spectre

— Aesp(4) & xa(A) =0
— A€sp(u) & xu(A) =0

— x4 = X4 : On en déduit sp(A) = sp(AT)

— A et B semblables = x4 = xp : On en déduit sp(A) = sp(B)
Xu(x) = Xmatgp(u) (.CC)

— XAB = XBA

Forme du polynome

— deg(xa) =n xa(z) = 2™ — tr(A)z" 1 4+ — + (—1)" det(A)
— XA est unitaire Idem pour un endomorphisme

— Le coefficient de xnil est —tl“(A) On se raméne aux colonnes et a la définition du polynéme
— Le coefficient constant est (—1)" det(A) a

Polynéme caractéristique scindé
Si x4 est scindé et en considérant (x1 — x,,) les racines comptées avec leur multiplicité

n n
— = tr(A - = det(A Relations coefficents-racines
> =) [T =it | rettionscstcans

Aspects polynomiaux

— M€ Sp(A) < A racine de X A Multiplicité de la valeur propre = Multiplicité de la racine
— xa(#) € Ry [X] _
= Si A € C\R est racine d'ordre oz = \ est racine d'ordre «

AIAX =XX=AX =X X =>AX =Ax X
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Propriétés

Définition

Propriétés

Méthode

- xu|§|xu si u stabilise F
— Si X est valeur propre d'ordre o alors 1 < dim(E) (1)) < @Ordre de Ia racine dans x

A E(u) = Ker(u — Aidg), on considére une décomposition adaptée et on applique la proposition précédente en considérant Aidg

— Si A est valeur propre simple de u4 alors E)(u)g, (4) est une droite vectorielle

Diagonalisation

— wu est diagonalisable si il existe une base de vecteurs de E constituée de vecteurs propres de u
— A est diagonalisable si A est semblable 3 une matrice diagonale A = P~'DP

— wu est diagonalisable < matp(u) est diagonalisable

P
— wu diagonalisable & 3B’ matpg (u) € D,(K) & E = EBE)% (u)

(3) = (2) : Théoreme de recollement sur les bases des E; k=1
a (2) = (3) : On passe par le polyndme caractéristique de racines les coefs diagonaux et on regarde la dimension

Xu Scindé sur IK
— wu est diagonalisable <

Y € SP(A)7 dlm(E)\l (U)) = (4 Ordre de )\;
Corollaire : Xy, Scindé a racines simples = w4 diagonalisable

A On regroupe les valeurs propres dans la matrice par multiplicité et on étudie la dimension de chacun des espaces propres

Diagonaliser une matrice

1. Essayer de trouver assez de solutions évidentes pour pouvoir finir avec det et tr
2. Résoudre det(xI, — A)
— On calcule det(z1, — A) sous forme factorisée
— On détermine le spectre et une base des sous-espaces propres E)(A) = Ker(A — \;I,,)
— On écrit A= P~'DP ou
— P est la matrice de passage dans la base des vecteurs propres
— D est la matrice diagonales des valeurs propres associées

Un déterminant est défini comme un produit de valeurs propres

0 € sp(A) & A non inversible

rg(J) = 1= 0 valeur propre d'ordre = n — 1 car dimpg,(J) < o et n € sp(A4)

Pour trouver les E5(A) ou cherche les relations entre les colonnes de \I,, — A

4 Trigonalisation

Kilian Rouge 67




Définition

Propriétés

Propriétés

Propriétés

— wu est trigonalisable si 3B, matg (u) € T,"
— A est trigonalisable si A est semblable 3 une matrice triangulaire supérieure A = P~'T P

— Une matrice triangulaire supérieure est semblable a une matrice triangulaire inférieure
— Xuya SCindé = uy4 trigonalisable
Corollaire : Dans 9, (C) toute matrice donc tout endomorphisme est trigonalisable

A | Récurrence en complétant la base précédente en nouvelle base

— A nilpotente < A semblable 3 une matrice de 7, (K) < ya(z) = 2"
— A nilpotente non nulle = A non diagonalisable
Corollaire : A de la forme o, + N N est nilpotente = A non diagonalisable

Classification des matrices
Toute matrice est semblable a I'une de celles ci

X0 N1
m© | (5] [(54)
X0 N 1 X —
My (R
2(R) <0 M> <0 A) <u A)
X 00 X 10 X 10
M (C) 0 u0 0XO 0 A1
00 v 00 u 00 A
X0 0 X 10 X 10 X — 0
M3 (R) 0 u0 0XO 0 A1 L A0
00 v 00 u 00 A 0 0 v

5 Polyndme annulateur

Propriétés des polyndomes

P(A) = aol, + — + ap4,
DEF: On définit le polyn6me annulateur comme
P(u) = apidg + — + apuP
I\ P(u)(z) # P(u(x)) = Ne pas écrire (u(x))P
- P(u) et Q(’U,) commutent = P(U) o Q(u) = (PQ)(U)Idem pour les matrices
— A et B semblables = P(A) et P(B) semblables
— Aesp(A) = P(\) €sp(P(A))

Polynéome _annulateur

DEF: P est un polyndme annulateur de A, si P(A) = 0p,) —o
— L'existence d'un tel polyndbme a été démontrée mais il n'y a pas unicité
— X €sp(A) = A racine de P annuiateur
La réciproque est fausse
— On peut trouver un polyndme annulateur de A dont les racines sont les valeurs propres de A

A | On décompose un polynéme annulateur produit d'irréductibles et on considére les racines n'étant pas valeurs propres

Propriétés
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éoréme

Propriétés Th

éoréme

Th

Propriétés

Méthode

Condition nécessaire et suffisante de diagonalisabilité
u4 est diagonalisable < u 4 annule un polyndme scindé a racines simples

= : On pose un polynéme annulant toutes les valeurs de la diagonale
A & : Polynéme d’interpolation de Lagrange et caractérisation par la somme directe

A
— ( 0 ;) diagonalisable = A et B diagonalisables

A On passe par le polynédme annulateur

— Corollaire : u diagonalisable = u]llj: diagonalisable
— Si u diagonalisable et F' stable par u alors il existe une base de vecteurs propres de F

Théoréeme de Cayley Hamilton
— XAxu (Au) =0

On forme une base de E a partir d’une base (z,u(z), —, uP~1(z)) et I'on forme la matrice par blocs
A Le polynéme du bloc adapté divise celui de la matrice

6 Codiagonalisation

Ker
— uov=vou= Im de I'un stable par 'autre
Ex
UoOvV="vou
— = llIs sont diagonalisables dans une méme basecodjsgonalisables
u, v diagonalisables
Ey. (u
A  On étudie pour \; € sp(u), ’U‘E;;( ) (u) et on recolle
UovV="vou

— v diagonalisable = lIs sont diagonalisables dans une méme basecodjsgonalisables
u a spectre simple
UOV=Vou

— = lls sont trigonalisables dans une méme base cotrigonalisables
u, v trigonalisables

A (w)

une base avant d’appliquer a la sous-matrice la propriété au rang précédent

E
Récurrence sur la dimension : On étudie pour \; € sp(u), v|5)" " (u) et on complete = vp de u et v dont on a montré I'existence ¢
K2

7 Applications

Equations matricielles P(M) = Ay, diagonalisable
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Méthode

Méthode

Méthode

Méthode

Méthode

Propriétés

On montre que A est diagonalisablescinds racines simples
On montre que A et M commutent = Codiagonalisable
On remplace I'équation par des matrices diagonales

On résout le systéme

Calcul de A™

On diagonalise o 5 défaut trigonalise PoUr simplifier les calculs de puissance

Suites mutlirécurentes

. . , . .. Un+1 u
On remplace le systéme de suite par une équation matricielle X, ;1 = ( e > = A( ”)
Un+1 Un
On calcule X,, = A" X|y avec la méthode précédente

Récurrence linéaire d’ordre n

N . , . .. Un+42 Un41
On remplace le systéme de suite par une équation matricielle X, ;1 = ( e ) = A< nt >
Un+1 Unp,
On calcule X,, = A" X|y avec la méthode précédente

XA(x) est I'équation caractéristique de I'équation

Systémes différentiels

N N x(t
On remplace le systéme par X' = AX ou X = ( 8)
Yy
On diagonalise puis on effectue le changement Y = P~'X pour se ramener 3 Y/ = DY
On revient au systeme associé dont on résout les équations différentielles

Dans le cas d’une trigonalisation il faudra résoudre les équations différentielles dans un ordre bien défini

8 Compléments de cours

Sirg(A) =1, A diagonalisable < tr(A) # 0

— < :rg(A)=1= A=CL = A% = tr(A)A et on passe par P annulateur et on montre qu'il est scindé racines simplescy
a — = : Contraposée en repassant par A2 = tr(A)A pour montrer la nilpotence

a b _ , aA bA . .
Aet (c d) diagonalisable = (cA dA) diagonalisable

On montre que pour Y et Z vecteurs propres de M et X; base de vecteurs propres de A
a (YTx,; U ZTXi)z‘e[[Ln]] forme une base de vecteurs propres

Se généralise pour M de toutes dimensions
f nilpotente < tr(f*) = 0k

— = : Polynébme caractéristique et expression
4 — <= : On part de la trigonalisation que I'on passe a la puissance avant de ramener |'équation a un systéme de Vandermonde
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MATHS /

1 Généralités

ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS

Bilinéarité :

Positivité : ¢ (u,u) > 0

On note (u | v) ou (u|v)

Définition

On appelle produit scalaire sur ER_, toute application ¢ : E? — R vérifiant :
— Symétrie : ¥ (u,v) = ¥ (v,u)

1/}(” + )‘Ua U)) = 1/1(% w) + )\%b(va ’UJ) A gauche

1 est symétrique = Une égalité suffit

¢(w, U+ )‘v) = 1/J(w7 u) + A@Z)(w, U) A droite

— Caractere défini : Y(u,u) =0 u=0

Espace

R

M, (R) C%([a,b],R) | Rn[X] Un, S U2 cv

Produit scalaire

n oo
XTy =3 "X,V | tr(ATB) fg PQ | > unvn
0

i=1 [a,b] [0,1]

Définition Exemple

DEF: Un espace préhilbertienz (. |
DEF: Un espace euclidien est un espace préhilbertien de dimension finie

.y réel est un R-ev EZ muni d'un produit scalaire

Norme

= |zl =0
— llzl=0=2=0
= [z = [Al |z

— x est unitaire si [jz]| =1

]

DEF: On définit la norme euclidienne : N

FE — R

N /(x]a:) Notée ||z||

— Inégalité triangulaire : ||z + y|| < [lz]| + ||y||

— —— est le vecteur unitaire ou z a été normé

— Cauchy-Schwarz : |(z|y)| < ||z|| ||y|| avec égalité < x x y

A | On passe par P()\) = (Az + y|\z + y) et on s'intéresse aux différents cas de A

<

2

S " . 1 2 2
S — lIdentité de polarisation : (z|y) = Z(Hx +yll” = llz —y[|%)
O

Q

.5 Orthogonalité

=

':;% DEF: z et y sont orthogonaux si (x]y) = Onotéz 1

Q
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— F1LGsiV(r,y) e FxGx Ly
DEF: On appelle orthogonal de F : F+ = {y € E,Vz € F,z L y}
C'est un sous-espace vectoriel

1\ L .
- FC (F ) L’inclusion peut étre stricte en dimension infinie

- FCG=G*tcF+
— FNnF+t={0}
— (F+@)t =FtnGt

— Une somme de sev 2 a 2 orthogonaux est directeon note 7y © — @ F,

i x —x Fp - RM+-+4+F

A On montre l'injectivité de f‘ (z1,—,zp) S o4 —+4a
IR 2 4

— Théoréme de Pythagore : ||z + y||> = ||lz||* + ly|* < = Ly

XA | Développement de ||z + y||? et identification

S — Une famille de vecteurs non nuls orthogonaux deux a deux est libre
E‘ DEF: Une famille est orthogonale si ces vecteurs sont orthogonaux deux a deux
& | DEF: Une famille est orthonormale si ses vecteurs sont unitaires et orthogonaux deux a deux
Q
7
2 Bases orthonomées
: B
2 . AN
2 — Une famille (x;)ics est orthonormée si V(i, j) € I, (xi|x;) = &5
5 — Cette famille étant libre, si elle est génératrice on dit que c'est une base orthonormée
Q
On décompose x et y dans une base orthonormée : x =) . xje;, y = D . yie;
n
— (zly) = E ZiYi
i=1
3 —
2
e
1
Q - =D i(wilei)e;
Q
— Soit B une base orthonormée, A = matp(u) : A;j = (ei|u(e;))
— Tout espace euclidien admet une base orthonormée
P . N E — R . )
A | Récurrence en s'intéressant a ¢ - S (eilz) forme linéaire dont le noyau forme une base avec e;
—~ E=FoFt
F est le seul supplémentaire F' dont tous les vecteurs sont orthogonaux a ceux de F
On I'appelle supplémentaire orthogonal et on note ' @ F'*
A | On montre la somme directe puis la décomposition de tout vecteur de £ a I'aide d’une base orthonormée
g
2 — TBON Incompléte : On peut compléter une famille orthonormale en base orthonormée
< 1yl
9 - (Fo)-=F
Q
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Théoréme

Définition

Propriétés

Définition

Propriétés

Définition

Caractérisation des formes linéaires dans £ euclidien
dla € E,\Vx € E,p(x) = (a|z)

— E* + . hi 3 6(a) E - R
S 6(a) est un isomorphisme ou f(a) | .~ _ (alz)

On montre que 6 ‘ aE
Pour H hyperplan H = {x € E, (a|z) = 0} = L’'équation cartésienne de H est (a|z) = 0 est a est un vecteur

normal

3 Projecteurs orthogonaux

DEF: Le projecteur de F' parallélement 3 Ftpops pr S appelle le projecteur orthogonal sur F
— p projecteur est dit orthogonal si AF,p = pr
ie p projecteur orthogonal < E = Ker(p) © Im(p)

p est projecteur orthogonal < V(z,%) € E?, (z|p(y)) = (p(x)|y)

= : On décompose z et y sur Ker(p) ® Im(p)
< : On montre E = Ker(p) L Im(p)

— p est un projecteur orthogonal < Va € E, ||p(z)] < ||=||
= : On décompose z et y sur Ker(p) ® Im(p)
< : On montre que pour z € Ker(p) et y € Im(p), (z|y) =0

p
— Soit F' un sev de E euclidien de base orthonormée (fi — f;,), pr(z) = Z(x|fl)fl

1=
A | On décompose x € E sur F © F1 et on se rameéne & montrer que & — >_F_, (z|f;) f; € FJ1

n
Corollaire : matpc(pr) = ZFZ-FZ-T ou Fj; est le vecteur des coordonnées de f; orthonormeés dans BC
i=1

Distance a un sev

DEF: On appelle distance de z a F : d(z, F) = inf{||lz — |,y € F}
— d(z, f) = |z = pr(2)|

A | On décompose z sur FF @ FL et on exprime la distance avec Pythagore

— d(z, f)? = |2|® = |pr(@)|* = (2|2 — pr(2))

Projection sur une droite ou un hyperplan

— Droite y = vect(a) : pp(x) = (Hx“TQ)a
a

_ Hyperplana vecteur normal - pH(x) -t || H2 !
a

Symétrie orthogonale

DEF: s est une symétrie de E = E = Ker(s —idg) @ Ker(s + idg)
DEr: On dit que s est une symétrie orthogonales,, k(s —id) Si Ker(s —idg) @ Ker(s +idg)
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Définition

éoréme

Th

— sp=2pp—id
DEF: Une réflexion est une symétrie orthogonale par rapport a un hyperplan
— Pour a et b distincts tel ||a]| = ||b]| il existe une unique réflexion telle s(a) = b

A | Analyse synthése avec les propriétés des symétries et passant par un hyperplan H = (a — b)+

Gram_Schmidt 7yansformation.en_famille.orthonormée.

Soient (a1 — ay), il existe une unique famille orthonormée (e — e,) tel
— Vk € [1,p], vect(a1 — ay) = vect(e1 — eg)
— Vk € [1,p], (aklex) >0

On construit de proche en proche par récurrence en "redressant" les vecteurs
— Vk € [1,p], vect(a1 — ar) = vect(e1 — ex) = Expression de e, en fonction des (ak, —,e1,€x—1)
— (exler) = — = (exlex—1) = 0 = On redresse : by, = ay, — Z?;ll(aﬂe]-)ej

llex]| =1 = On norme

vk € [1,p], (ax|ex) > 0 = Signe

]
[

Propriétés

Propriétés

Propriétés

— On peut obtenir une BON d’un espace euclidien en Gram-Schmidtant sa base tel P € T,/ (R™) et pgi =

lex|
— Pour E = R[X] il existe une BON échelonnée en degré

4 Automorphismes orthogonaux

— Dans FE euclidien u conserve la norme < u conserve le produit scalaire

A | ldentité de polarisation

DEF: Dans les deux cas on dit que u est automorphisme orthogonal
L'ensemble des automorphismes orthogonaux est noté O(E)
— O(F) C GL(E)
— Symétries orthogonales € O(E)

A | On décompose sur F' @ FL et on applique Pythagore pour montrer la conservation de la norme

— O(E) est un groupe pour la loi o appelé groupe orthogonal de Z
— u € O(E) < u transforme uneso e BON en BON
— Pour u € O(E), u stabilise F' = u stabilise F'*-
ue O(F)
— = Ae{-1,1}
A€sp(u)NR

/\ u peut avoir des valeurs propres non réelles
I\ u Réciproque fausse : sp(u) C {—1,1} = u € O(E)

Matrices orthogonales

DEF: A est une matrice orthogonale si son Eca € O(R™) produit scalaire canonique
On note O, (R) I'ensemble des matrices orthogonales de 91, (R)
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AcO,R) & ATA=1,
— o AAT =1,

& Les lignescojonnes forment une BON de mn,l(R)ml’n(R)

- PBQ]\]-)BQN S OR(R)

u € O(F) & matp,, (u) € Op(R)

A€ On(E)y e o(p)= det(A)get(u)= F1

/\ Réciproque fausse : det(A) = +1 =~ A € O(E)

Propriétés

Groupe spécial orthogonal

DEF: Groupe spécial orthogonal : Sp(F) = {u € O(F),det(u) = 1}
Matrices spéciales orthogonales : Sp,,(E) = {A € O, (F),det(A) =1}
— Ce sont des sous-groupes de O(E) et O, (E)
— u € Sp(F) & matpg,, (u) € Son(R)

DEF: Soit (E, By) un espace euclidien orienté, BB est une BON directe si

- PBOND%B,OND € SOTL(E)

Définition

B est une BON

detp,(B) >0

5 Endomorphismes symétriques et antisymétriques

DEF: wu est un endomorphisme symétrique si V(z,y) € E?, (u(z)|y) = (x|u(y))
On note S(E) I'ensemble de ces matrices

Définition

On note A(E) I'ensemble de ces matrices

DEF: wu est un endomorphisme antisymétrique si V(z,y) € E?, (u(z)|y) = —(z|u(y))

A | Le caractere symétriquentisymétrique dépend du produit scalaire choisi

— u € S(F) & matg,, (u) € Sp(R)
— u € A(E) & matg,, (u) € A,(R)

—ue A(E) e Ve e E, (u(z)|lx) =0
— u € S(F) g(p), u stabilise F' = u stabilise Ft
— u € S(E)NO(F) < u est une symétrie orthogonale

\n

\%) = : On montre le caractere symétrique ;2 _ In puis le caractére orthogonalker(y — idp) L Ker(u + idg)
E < : On considére une décomposition sur Ker(u —idg) @ Ker(u + idg)
N

Q

A | Symétrie # Symétrique

\& [ |

@

E_ - uc S(E).A(E) = Ker(u) ()] Im(u)
) — u € S(E) = Ses sep sont orthogonaux deux a deux

Q
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Théoréme

Définition

Propriétés

Méthode

Propriétés

Théoréme

Théoreme spectral

— u € S(R) = u diagonalisable dans une BON
— A e S,(R) = u diagonalisable dans une BON
ie 3D € D,,(R),3P € O,(R), A= PDP~! = PDP"
AN AeS,(C)= A diagonalisable complexe : AT = A & A € An(C)

Lemme : x, est scindé sur Ro, montre que toutes ses valeurs propres sont réelles

s
T
A Récurrence sur la dimension : On forme par Hr(n) une BON de I'hyperplan : vect (ﬂ> = vecteur propre
T

6 Etude de O(E) et Sp(E) en dimension 2

Notations

DEF: Les éléments de Sp(F) sont appelés notations
cos(f) —sin(0)
— 36 t =
€ R, mats(u) (sin(&) cos(0)
On dit que u est la notation d'angle Opos R(g)

> qui ne dépend pas de la baseppnp choisie

a?+c?=1
+d?=1
A& On repasse aux éléments en établissant les équations du fait de la BOND et on en déduit les cos et sin
ab+cd=0
ad —bc=1
R — SoFE .
— R‘ 9 R?G() ) est un morphisme de groupe

Ecriture complexe

9) —sin(9 z=1x1 +1ix2 ,
Y =AX @(yl):<c‘os(9) smé )> <x1) D'ou en posant — 2 =€y
Y2 sin(f) cos(0) T2 o =y + iy

Calcul de 0 a partir de I'image d’un vecteur

cos(f) = (alulz)) sin(6) =

2
]

det(z,u(z))

]

Soit u € O(E)\So(E), B une BOND et A = matg(u)

Cgpera= (O sl Ay denend de la BOND
sin(f) — cos(6)

. . T 0 . (0 N
— w est la réflexion par rapport a la droite dirigée par le vecteur | cos 5 )e + sin AL ou B = (e, e2)

est la BOND choisie < (é1,a) = z[277]

1. On établit des équations analogues que dans démo de la notation
Z:S 2. A est la matrice d'une symétrie orthogonale — Ker(A — I,)

Décomposition d'un automorphisme orthogonal
u € O(F) est une réflexion ou le produit de deux réflexions

Disjonction de cas sur le déterminant

a
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7 Compléments de cours

Propriétés

— Soit f symétrique : Vz € E(f(x)|z) > 0 < sp(f) C R

— = f(z)= Az
a — <« : Théoréme spectral et décomposition sur une BON

On dit que f € ST(FE) est symétrique positive
Matriciellement pour A € S,(R) : VX € M, 1(R), XTAX >0« sp(f) Cc R*
— Soit f symétrique : Vo € E\{Og}, (f(z)|z) > 0 & sp(f) C R%
On dit que f € ST (FE) est symétrique définie positive
Matriciellement pour A € S,,(R) : VX € 9, 1(R)\{0g}, XTAX > 0 < sp(f) C RY

Soit A € S,,(R) Soit A € S, (R)
XTAX (f (2)|x)
— sup ——— = maxsp(A4) — sup ~——5— = maxsp(f)
= Xem, (R)\fop XX ver\(o} ]
T
— X AX = minsp(A) — inf M = minsp(f)

Xemar (R0} XTX veB\{0} ||z?

A | Théoréme spectral — Décomposition sur la base de vecteurs propres — Produit scalaire — Inégalités — Valeurs atteintes

— AeSf(R) < 3IBeM,(R),A=B"B

— = : Théoréme spectral — Existence d'une matrice diagonale de valeurs propres -+ A = PDPT = PAAPT = BTBD — A2
— < : On montre la symétrie puis la positivité

Corollaire - A € S+ (R) < 3B € GL,(R), A= B'B
— Soit A€ SF(R),3'B € SH(R), A= B?

— Existence : Théoréme spectral — Matrice diagonale de valeurs propres -+ A = PDPT = PAAPT = BTB
— Unicitépjgicite

A

D = A?

A

A=CTC
— Soient (4,B) € ST (R) x S,(R),3IC C GL,(R),3D € D,(R),
B=CTDC
AlAeSITR) = IM, A= M"M & (MT)"TAM~' = I, et on considere B’ = (M™) " DM ! Tréoreme spectral
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MATHS 8

ESPACES PROBABILISES

1 Dénombrement

— Applications de [1,p] — [1,n] nP
— p uplets

— Tirages ordonnés de p boules parmi n
— Répartition de p boules numérotées dans n boites

— Parties d'un ensemble a n éléments 2m
— Applications de [1,n] — {0,1}

— Issues de n Pile ou Face
— Tirage simultané de boules parmi n

" S n!

— Applications injectives de [1,p] — [1,7] ( I
n—op)!
— Tirages ordonnés sans remise de p boules parmi n
— p boules numérotées dans n boitesy oy 1 boule par boite
— Parties a p éléments de [1,n] (;)
— Tirages simultanés de p boules parmi n
— Applications strictement croissantes de [1,p] — [1,n]
— Solutions de Y )" z; = pg, e 10,1}
_ nl

— Partitions de [[1,n] en  ensembles de cardinaux p; — p, ("plpl) — (g:) = R~
— Anagrames

. -1
— Solutions de ),z =p (n+£ )Bétons

— Applications croissantes de [1,p] — [1,7n]

— Tirages non ordonnés avec remise de p boules parmi n
— Répartition de p boules indiscernables dans n boites

2 Ensembles dénombrables
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DEF: F est fini si il existe n € IN tel qu'il existe une injection de E dans [[1, n]
On dit alors que le cardinal de E' est ncarq(g) =
DEF: On dit que E est dénombrable si 3 une bijection de E dans IN
On a alors card(F) = 400
On peut alors numéroter ses élémentsg,, i1, e en extension
DEF: On dit que E est au plus dénombrable si il est fini ou dénombrable
— Si FE dénombrable alors toute partie de F est au plus dénombrable
— On suppose E dénombrable et f : E — F surjective alors F' est au plus dénombrable
— L’image d'un ensemble dénombrable par une application est un ensemble au plus dénombrable

Définition

3 Espaces probabilisés

Tribu
DEF: A est une tribu si
— 0ecA -
s — VAe A= Q\A=Ac A N . Tribu pleine, vide, engendrée par A{Q,z,A,Z}
g — V(An)nen d'éléments de A, | ] A, € A
S
Y k:
8 0
Résultat possible weN
Evénement ACQ
Evénement élémentaire | {w}
A réalisé weA
A implique B ACB DEF: On dit que P est une probabilité sur € si
AouB AUB — P(Q)=1
Aet B ANB — V(4,B) € P(Q)?
Contraire de A CoAou A ANB=g :>P(AUB) :P(A)+P(B)
Evénement impossible &
Evénement certain Q
A et B incompatibles ANB=g
— P(g)=0
" - P (U Ak‘) = Z P(Ak)Evénements incompatibles
O k k
?§ — Une probabilité est définie par la probabilité de ses évenements élémentaires
§ = Il existe une unique probabilité telle P({wi}) = Pipour (w; — wy) et (p1 — pn) € [0,1]2, Xps = 1
Probabilité uniforme
DEF: |l existe une unique probabilité tq Vw € Q, P({w}) = a, a probabilité de ses événements élémentaires
1
s = |l existe une unique probabilité tel P({w;}) = -
= card(A)
KS — VAeP(Q),PA) = —=
N (&), P(4) card(Q)
Q
0
3
?“é — P(A\B) =P(A) —P(ANB)
Q% — ACB=P(4) <P(B)
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Propriétés

— P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

— Crible : P (CJ AZ-> = En:(—l)k—l > P ((kﬂ Az-m)

i=1 k=1 101 <...<ip<n m=1

Définition

Probabilités sur un espace dénombrable

DEF: On appelle probabilité sur (£2,.4) une application P : A — [0, 1] telle

—PQ)=1
— P o- additive : P (U An) = Z P(An)Evénements incompatibles
n=0 n=0
— P(g)=0
— o-additivité pour un ensemble fini d'évenements incompatibles : P (U Ak> = P(Ag)
k=0 k=0

Propriétés

— Les événements élémentaires ne peuvent étre équiprobables sur & () nfini dénombrable

A | Par o-additivité en faisant la disjonction p =0 et p >0

— Pour Q = {z,,,n € IN} dénombrable et p,, suite telle > p;, =1
Il existe une unique probabilité sur (2, 22(Q)) tel P({zx}) = piVk

A | Analyse : On montre P(A) =", 4 pn - Synthése : On montre P (U2 g An) =302  P(An)

— P(A)=1-P(4) — P(A)+P(B)=P(AUB) +P(AN B)
— AC B=P(A) <P(B) — = P(AUB) < P(A) + P(B)

Théoréme

Continuité croissantescroissante.

— Si (Ap)nen € AN est telle A, C A, 1Vn € N,nETOOP(An) =P (Uo A”)

— Si (Ap)nen € AN est telle A,y C A,¥n € N, lim P(A,) =P (ﬂ An>
n=0

n—-+00
[e%} “+o00
= Sous additivité : P (U An> <> P(4,)
n=0

n=0

4 Conditionnement et indépendance

Définition

Probabilité conditionnelle

A — [0,1]
DEF:  On appelle probabilité conditionnelle sachant B : P | , P(AnNB)
P(B)

Propriétés

Probabilités composées

— P(ANB) = P(A)P4(B) = P(B)P(A)
— P(ANBNC) =P(A)PA(B)PA5(C)
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Propriétés

- P (U Az) = P(Al)PA1 (AZ)PA1HA2 (A3) - PQZ;llAk (An)Se simplifie si continuité décroissante
i=1

P(A
- Bayes : PB (A) = I:)E‘B;PA<B)Formule de révision des croyances

Propriétés

Formule des probabilités totales

DEF: On dit qu'une famille d’événements d'un ep est un systéme complet d’événements si

— =0
el
. . 2 . .
_ V(Z7 j) el b 7é )= Az N Aj = & Un seul événement se réalise 3 chaque fois

+o00o
- P(B) = Z Py, (B)P(AH)OL‘J (Ay) est un sce dénombrable
n=0

2 a 2 incompatibles

Valable également en cadre fini ou si (A,) est une famille d'événements tel 00
P U Al =1
k=0

Définition

Evénements indépendants

DEF: A et B sont indépendants si P(AN B) = P(A)P(B)
— Si P(B) > 0 cette définition est équivalente 3 Pp(A) = P(A)

/\ Incompatible # Indépendants

— A et B indépendants & A et B(A,E) ou (A, B) indépendants
DEF: (4;)ics est une famille d'événements 2 & 2 indépendants si V(i, j) € I?,i # j = A; et A; indépendants
DEF: (A;)ier est une famille d'événements matriciellement indépendants si

vicI#,P| (4] =]]P)
jeJ jeJ
— Indépendance matricielle = Indépendance 2 a 2
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MATHS 9

VARIABLES ALEATOIRES

1 Variable aléatoire

Définition

Variable aléatoire

) . s I Q —- FE
DEF: Une variable aléatoire X est une application X W oo X(W)

Si E =1 la variable est dite réelle

. -1 /
— Soit ACE, X (A) est note {X € A}En particulier on définit {X =z} et {X < x}
— Les événements {X = z} pour X € X () forment un systeme complet d'événementspjr associé 3 X

Définition

Loi de probabilité

X)) — 0,1
%

DEF: On appelle loi de X I'application Px £37(X _—

— Px est une probabilité sur X ()

L | On montre Px(2) =0, V(4,B) € X(2)2,ANB=0=Px(AUB) =Px(A)+ Px(B) et on admet le cas Q dénombrable

— La loi de X est entierement déterminée par la connaissance des P(X = z),x € X(Q)

Loi conditionnelle

Définition

Exemple

Définition

N _ X(Q) - [0,1]
— Pour A€ Z(X(Q)), on appelle loi conditionnelle de X sachant A : Px|4 o P (X = )
— C'est une probabilité sur X ()
Loi X — X©Q) | P Exemples
. p o1 .
Uniforme % (E) E P(X =k)= 7card(E) Tirage au hasard
PX=1)=p
Bernoulli B(p) {0,1} Expérience a deux issues
P(X=0=1-p
Binomiale PB(n,p) [0,n] | P(X=k)= (Z)pk(l —p)nk n expériences indépendantes de loi #(p)
(D G2) _ GO D)
Hypergéométrique | J#(n,N,p) | [0,n] | P(X =k) = k (NTSJC =k (Nrgfk Tirages sans remise

2 Variables aléatoires discretes

DEF: Une variable aléatoire sur (€2, A, P) est appelée variable aléatoire discréte
C'est une application de 2 — E : I'image réciproque des éléments de X (Q2) C A
— X (Q) est une énumération tel P(X =z,,) € [0,1,> " P(X =z,) =1
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Définition

Définition

Définition

Définition

P(X =xz,) =pn

Zoopn =1

— Réciproquement : Il existe une unique probabilité tel

Fonction de répartition

DEF: On définit Fix ;R : Q’& <) qui s'appelle fonction de répartition de X

— Fx est croissante

- ll)r_n Fx(z)=0
" AP =1

Couples de variables discretes

DEer: (X,Y) 8 : ‘ggé?cz)fy}zg)l) est une variable aléatoire discréte

Sa loi de probabilité est appelée loi conjointe de X est Y
Elle est déterminée par P(X = z;,Y = y;),(zi,y;) € X(2) x Y(Q2)
de

DEF: Les lois de probabilités de X et Y sont appelées lois marginales de (X,Y")
— La loi conjointe permet de déterminer les lois marginales : P(X =) = Z P(X =4Y =j)
JEY(Q)

/\ Les loi marginales ne permettent pas de déterminer la loi conjointe

— Si X(Q) et Y(Q) finis, on représente la loi conjointe par une matrice

Loi conditionnelle

P(X =2xzY =y)
P(X =)
— On peut déterminer la loi conjointe a partir des lois marginales et des lois conditionnelles

DEF:  Loi conditionnelle de Y sachant X =z :p(x — 5) > 0, Px=2(Y = y) =

A PX=2Y=y)=PX =2)xPx=a(Y =y)

Définition

Variables indépendantes

DEF: X et Y sont indépendantes si V(z,y) € X(2) x Y(Q), (X = z) et (Y = y) sont indépendants
Soit P(X =2,V =y) =P(X =2)P(Y =y)

AC X(9Q)

— Si X et Y indépendants, =P(Xe€AYeB)=P(XecAPY €B)
B CY(Q)

— X et Y indépendants = f(X) et g(Y') indépendants

DEF: On dit que (X; — X,,) sont mutuellement indépendants si
V($1 — .len) € Xl(Q) X — X Xn(Q),P(Xl =x1,—, Xpn = 1'71) = P(Xl = .2121) — P(Xn = xn)
— Toute sous-famille de variables mutuellement indépendantes |'est aussi
— (X1 — X,,) mutuellement indépendants = (f1(X1) — fn(X,)) mutuellement indépendants
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Théoréme

Lemme des coalitions

Exemple

Définition

Théoréme

Propriétés

¢:RF 5 R
Soient (X; — X,,) mutuellement indépendantes et Vk € [1,n]
YiR™F 5 R
Y = p(X7 — Xi) et Z =¢(Xgi1 — X,,) sont indépendantes
Lois usuelles sur IN
Loi X — X | P Exemples
P(X=0)=0
Géométrique Y (E) N Premier succes
P(X =k)=p(l-p)*!
2
Poisson P(N) N P(X =k)= e*)‘% Loi des événements rares
Binomiale négative | Z_(n,p) | IN P(T, =m)= (7:__11)1)”(1 —p)™~™ | nesuccés = me tentative

3 Espérance

— X est d'espérance finie si la série E x,P(X = z,,) est absolument convergente
nel

DEF: E(X) - Z an(X - mn)l\/loyenne pondérée des valeurs de X
nel
— Si X est d'espérance finie E(X) ne dépend pas de I'ordre d'énumération

— Si X(Q) est fini alors X est d'espérance finie
— Si X(Q) € [a,b] alors E(X) € [a, )]

DEF: X est centrée si E(X) =0
o
— Si X est a valeurs dans IN alors E(X) = ZP(X >n)
n=1

On considére P(X =n) = P(X > n) — P(X > n+ 1) et on injecte dans I'espérance étudiée jusqu'a N
A Onseraméne a3 mq NP(X >n+1) W 0 : on considére I'union des (X = k) et on se raméne au reste d'une série convergente
—

— Si X est constante on dit qu'elle est déterministe. On a alors E(X) = cste

Théoréme de transfert
Pour f: X(©2) - R
— f(X) est d'espérance finie < Z f(zn)P(X = x,) converge
R €X(Q)
- E(f(X) = > flan)P(X =)
)

zn€X(Q

— Linéarité : E(X + \Y) = E(X) + AE(Y)

— Positivité : X >0=E(X) >0

— Croissance : X <Y = E(X) <

— Corollaire : E(X) < E(|X|)

— E(X)=m = X —m est centrée

— X et Y indépendantes = E(XY) = E(X)E(Y)
/\ La réciproque est fausse

E(Y)
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Définition

Fonction indicatrice

Q — {0,1}
DEF: La fonction indicatrice est la variable aléatoire 1 4 lsiwe A
w = .
Osiwe A
—]12:1—]1A —ﬂmAi:HAi
— lavp=1a+1p—14nB

— 1anp = 1415
~ E(14) = P(4)

Démo

Définition

Définition

Propriétés

Définition

Formule du crible

n = 1-E[ > (0)#]]1a,
P <U A1> = E (]lu?: Ai) ([C[[l,n]] iel
=1

) I : Ensemble des indices ot ]lAi est choisi

= 1- > (-D*E(Ln,_4,) Linarité de E

- E (1 - ILQLIA—i) 1C[m]
= 1-E (H 11“7:) Linéarité de = 1- > (v*'P (m Ai)
i=1 IC[1,n] iel
n n
= 1E<Iklnm0 - St Y p(Na
i=1 k=0 IC[1,n] i€l
#I=k

4 Variance

) k est le choix de # 1

Moment

DEF: X admet un moment d’ordre k si X* est d'espérance finie
— X admet un moment d'ordre £ = X admet un moment d'ordre j,Vj
— Si X admet un moment d'ordre 2, X est d'espérance finie
— Si X admet un moment d'ordre 2 alors X — E(X) aussi

€ [1, k]

Variance

<

DEF: (X) =E ((X - E(X))Q)SiX admet un moment d’ordre 2
DEF: o(X) =/ V(X) est I'écart type de X

— E(X) mesure la valeur moyenne alors que V(X)) mesure I'écart a la moyenne

— Huygens : V(X) = E(X?) - E(X)?

— V(aX +b) = a*V(X)

— X déterministe = X nulle

— V(X) = 0= X est constante presque slirements,, c R P(X = m) = 1

Variable aléatoire centrée réduite

DEF: Une variable aléatoire est dite centrée réduite si E(X) =0 et o(X) =
X — E(X) L.
— Pour tout X, ————~—= est centrée réduite
o(X)

1
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Espérance et variance de lois usuelles

Loi X — E(X) V(X)
1< 1< ’
. 2
Uniforme U (a1 — ap) 2% Zai - (nZaZ-)
=1 =1 =1
Bernoulli B(p) D p(1—p)
Binomiale AB(n,p) np np(l — p)
1 1-—
Géométrique | ¥ (p) - 2p
i& p p
§ Poisson P(N) A A
X
w
Inégalités de Markov
Soit X une variable aléatoire discréte réelle admettant un moment d’ordre 2
E(|X E(X?
— p(lx| > 0 < 2D - P(x|zn < 2
On partitionne en deux ensembles |z;| > t et |z;| < t et on calcule E(|X])
S
‘© “ M On peut affiner I'inégalité avec un transfert pour arriver a quelque chose en €”
S
QO
=
Inégalité de Bienaymé-Tchebychev
Soit X une variable aléatoire discréte réelle admettant un moment d'ordre 2 et € > 0
V(|X]|) Markov & X — E(X)
- P(X-B(X)| 20 < -5 s
()
V(| X
fg - P X-EX)|<e)>1- (|2 ) W Probabilité que X s'écarte de la moyenneasse; grossicre
S €
QO
=
n n
Y (Z Xl-> => V(X)+2 ) (BX:X)) - E(X)E(X)))
i=1 i=1 1<i<j<n
— En particulier : V(X +Y)=V(X)+ V(YY) +2(EXY)-EX)E(®Y))
n n
\&U} -V (Z Xi) = ZXi dans le cas de variables deux a deux indépendantes ,dapendance mutuelle non nécessaire
NG
= i=1 i=1
[} L ) _ S
09_ I\ La réciproque est fausse : V(X +Y) = V(X) + V(Y)=-X,Y indépendantes
Covariance
DEF: coV(X,Y) =E (X - E(X))(Y - E(Y)))(X — E(X))(Y — E(Y)) est d'espérance finie
_ coV(X,Y) . o
DErF: p(X,Y) = (K)o (Y est le coefficient de corrélation de X et Ysj ,(x)o(v) est finie
— coV(X,Y)=E(XY) - EX)E(®Y)
S - V(X+Y)=V(X)+2coV(X,Y)+ V(Y)
E — X et Y indépendantes = coV(X,Y) =0
& /\ Réciproque fausse
Q

Kilian Rouge 86



Définition

— Cauchy-Schwartz : —1 < p(X,Y) <1
Egalité : [p(X,Y)|=1< J(a,\) e REP(X + )Y =qa) =1

5 Complément sur les loi usuelles

Propriétés

Loi binomiale
X < B(n,p)
- Y < %(m,p) = X+Y — AB(n+m,p)

X et Y indépendantes

A | Xy nombre de succes de ny, épreuves de Bernoulli indépendantes

Propriétés

Loi géométrique

— Px>p (X >n+ k) = P(X > k)Loi sans mémoire
— X suit une loi sans mémoire < X suit une loi géométrique
— Y = min(X; - Xu)x, 9= G(A— (1—p1) - (1—py))

A P(min(X1,X2) > n) = P(X1 > n)P(X2 >n) = (1 —p1)"(1 — p2)"”

Loi de Poisson

X = 2Z(N\)
— 9 Y P > X+Y > P2N+np)

X et Y indépendantes

k —(Atn)
A P(X+Y:k):P(U(X:j,Y:k—j)> =¢ o ot )k
=0 :

n n
— Généralisation X7 — Xy, »(y,) mutuellement indépendantes = ZXi — & (Z Ai

i=1 i=1
X, — B(n,pn) G
— Lien avec la loi binomiale : =PX,=k) —— e_)‘ﬁ
nPn b n—-+00 !
n——+0o
k
n n
k) ~ R
A PXa=k)=@Pia-p" "= § k| 2;;

Propriétés

Méthode

Approximation par la loi de poisson

— Conditions

n grand> 39 DPn petit< o1 npy assez petit< 15
k

A
— On calcule e*)‘ﬁ pour A = npy,
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Exemple

Définition

Théoréme

Définition

Modélisation d’événements rares par la loi de Poisson
Soit un événement vérifiant

— Nombre de réalisation par intervalles de temps disjoints sont des vad indépendantes

— Probabilité de réalisation o< Temps

— Unité de temps suffisamment petite pour qu'il ne se produise presque siirement qu'une fois par intervalle

On note
— t I'unité de temps
— « la probabilité de réalisation pendant ¢

T un intervalle quelconque

— X la vad du nombre de réalisations pendant T' . oT
On peut approximer par &

—7=—ouTt<t
n

T Sea s T
= a est la probabilité de réalisation pendant 7

6 Loi faible des grands nombres

X%%(n,oj):%<n,w>

nt

On dit que (X,,)nen sont identiquement distribués si
— (X,) sont mutuellement indépendants
— (X,,) sont de mémes lois

Loi faible des grands nombres
Pour (Xp,)new une suite de vadr iid qui admettent un moment d'ordre 2

S 2
Ve>0,P<‘n—m‘ >e> SU—Q
n ne s,

n

m
o
A Tschebichev a Y =

— Corollaire : Ve > 0, P <

S
= —m|>e)] ——0
n n—-+oo

e — Loi forte P (Sn —_— m) =1

n n—+oco

7 Chaine de Markov

— A l'itération k, X décrit I'état dans lequel se trouve le systéme

¢ | La matrice de transition est stochastiques~ | jgnes — 1

— X}, s'écrit comme un vecteur ligne Xy = [71 — Zp)s, — P(x), = 21)
On a alors Xj11 = XA

DEF: Une chalne de Markov est un systeme de n états : Le systeme change d'état a chaque itération
Pxo—yo—Xp=yr (Xi+1 = Yt+1) = Pxy=y, (Xi41 = yr41)= L'état k ne dépend que de I'état précédent

— On représente sous forme matricielle avec p;; = Px, —;(X,11 = j) = Matrice de transition
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Définition

A PXip1=7)=> Px,=i(Xp12 =j)P(Xi =

i=1

n
)= Zpijzi
i=1

Propriétés

Etat absorbant

DEF: Un état est dit absorbant si p;;, = 1

DEF: L'ensemble des états absorbants est appelé le bord
DEF: Une chaine de Markov est dite absorbante si son bord est non vide et qu'on peut toujours le rejoindre

Propriétés

Regles de la moyenne

— Soit T une partie du bord d'une chaine absorbante

n
mi = Z MEPik
k=1

n
di =14 pidy
k=1

— m; est la probabilité d'atteindre T a partir de I'état j
A | FPT en considérant I'état suivant

— d; est la durée moyenne depuis j jusqu'a I'absorption

Soit X; le nombre d'étapes jusqu'a absorption depuis @
n

A E(X) = Z ]liﬁk(l + Yk)Nb sachant que la premiére est i — k
k=1
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MATHS 10

ESPACES VECTORIELS NORMES

1 Normes

1.1 Définitions

Norme

DEF: On dit que N: F — R est une norme si
— Axiome de séparation : Vx € E,N(z) >0 et N(z) =0« 2 =0p
— Homogénéité : Vo € E, VA € K,N(\z) = |\|N(z)
— Inégalité triangulaire : V(z,y) € E?, N(z +y) < N(z) + N(y)
DEF: Un ev muni d'une norme est dit norméy,. (g, N)
DEF: Soit E muni d'une loi multiplicatriceje ajgepre,
N est multiplicatrice si 3c € Ry, V(z,y) € E?, N(xy) < cN(2)N(y)

Définition

Si E est préhilbertien réel ou euclidien, N(z) = /(z|z) est une norme
66| En particulier : Dans I'inégalité triangulaire Egalité, < Colinéaires de méme sensgy c R,y = Az

3 ExE — R
= — N est euclidienne & 1 est un produit scalaire
S ey - Nty - Nz —y) P
&
R* ou C*
— lzlly = |z1] + = + |zn] L
1 Lo Der: 2, = (lea’ + = + |eaf”)7 avec p € N

— llelly = /e + = + 2l " i el = el

— |zl oo = max(z1| + — + |znal) oo
Q 5
2 “M 12lly = 13155 — (lorl 6 — + foal) € "
£
L

ne sont pas euclidiennes

A | Dans E =R", || - ||, est une norme euclidienne alors que || - ||; et || - ||

A | "Egalité dans I'inégalité triangulaire < x et y colinéaires et de méme sens" n'est vrai que pour une norme euclidienne
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My p(R) ou M ,p(G)

— [|All; = ZZ |ai;]

1j=1
== 1 — Ce sont des normes mutlitplicativesoy normes d'algebre
n 2 Pour || - ||, on majore |a;] par Al
— Al = | D2 |a3] & [ Pour | - ||, On utilise [|Al, < [A]l, < n?[|A]l.,
o i=1 j=1
2 - Al = max lay|
L 1<5<
& <ji<p
K[X]
Soit P=ag+a1 X +—+a, X" b
- HPH1:|QO‘+_+’an|:Z|ai| _ Nl(P):/ |P(t)| dt
i€IN a
n % b ) 2
— |P|l, = Z|ai|2 — Ny(P) = (/ P (t)\dt)
=1 a
— |1Pll = max|ai| — Noo(P) = sup |P(t)|
© i€EN [a b]
T’El G ‘ Si E = R[X], Ny est la norme associée au produit scalaire (P|Q) = / P(t)Q(t)dt
()
4

%°(|a,b],R) ou €°([a,b],C)

— Nu(f /!f )| dt
N =y [0k a ) N”_</ ' ’p>

— INy(
~ Noo(f) = max|/]
i ‘ Si €°(|a,b],R) est la norme associée au produit scalaire (f|g) = / f@)

p—>+oo

Exemple

Normes équivalentes

DEF: Nj et Ny sont équivalentes si I(r, ) € RY, Vo € E,aNy(z) < Na(x) < fNy(x)
— L’équivalence des normes est une relation d’'équivalence
Pour deux normes équivalentes : N bornée < N5 bornée

— Pour deux normes équivalentes : u,, — [ pour N1 < u,, —— [ pour Ny
n——+0oo n——+o0o

— En dimension finie, toutes les normes sont équivalentes
Conséquences
— Une partie bornée en dimension finie I'est pour toutes les normes
— Une suite qui converge vers [ en dimension finie le fait pour toutes les normes

Définition

m N; et Ny équivalents : Vr > 0,3 > 0,Vx € E,B,, (z,7") C By, (z,7)
6

1.2 Suites
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Définition

Caractere borné

DEF: On dit que Ac g oyn est bornée si IM € RT,Vx € A, ||z]| < M
DEF: On dit que (up)ne est bornée si IM € RY,Vn € IN, ||u, || < M
DEF: Onditque f: AC E — Fg F ewn est normée si 3IM € RT, Vo € A, ||f(x)|| < M

M Le caractére borné dépend a priori de la norme choisie

Propriétés

Propriétés

Convergence des suites

DEF:  (up)nen tend vers [ si ||u, — || —— 0
n—+o0o

Unicité de la limite
— (un)nen converge = (up)nen bornée

— u, — | = Ses sous-suites aussi
n—-+4oo

Uy — |
— oY sy vy, ——— L1

Ui, l/ n—-+4o0o
n—-+o0o
— Ay, —— Al
n—-+00

— Si|| - || est multiplicative alors u,v, — Il
n——+0oo

Le caractére convergent dépend a priori de la norme choisie
6

Relations de comparaisons

— Up = O(Un) 4 ||Un|| = O(Un)(un) est dominée par (vn,)
— Up = O(Un) Aad HUnH = O(Un)(un) est négligeable devant (vy,)

Propriétés

Définition

Convergence de la décomposition

P

— Soit (un)new que I'on décompose dans B : u,, = E Up, i — 1
— n—+00
1=

— Soit | € I/ décomposé dans B : [ = l1e1 + — + e,
U, —— L & Vi e [1,plup, —— 1
n—4o00 n—4o0o

= On utilise || - ||, - <= On utilise || - ||

a

1.3 Limite et continuité

Limite

DEF: f(z) —— 1lsiVe > 0;3a > 0,Vz € A, ||z —a|| <a=|f(z) =1 <e
z—ac€A
— Il'y a alors unicité de la limite

L | On considére o/ = min(a, &) et 2 € B(a,a”’) N A ie a € A et on calcule ||l — I'||

Kilian Rouge 92




l
- flx) — L= fa)
ac A

Pour I = [or, +00[, Ja, +00[ ou | — 00, +00[
fl@) ———1siVe>03M R Vo€ Lx > M = |[f(x) — 1] <e

— ftACE—SR—— +oosiVM e R",Ja>0,Vz e A ||z —al]| <a= f(z) > M

z—a€A

—  Coaractérisation séquentielle . f(aj) — V(Un)nelN € Ale Uy — > Q= f(un) >l
r—a n—-+o0 n—-+oo

— = : Définition de la limite : Pour up, — a,3IN € N,Vn > N |jup —a|| < a = || f(un) =] <€

1 telle un — a et f(un) | f(up — 1] > ¢

A — <= : Par contraposée : On construit la bonne suite en faisant varier o =

S — f—— 400 & Y(up)nen € AN v, ——— a = f(u,) — +o0
.8 66 Tr—a n—-+oo T—n
S — f—— 1 Y(up)nen € AN u, ——— 400 = fluy) —— 1
= r— 400 n—-+oo T ——+00
\O
Q
Continuité
DEF: f est continue en a < f(x) — f(a)
Tr—a
- | Auf{a} CE
— Prolongement : Sia € A\Aet f(x) — [ on peut prolonger f sur AU{a} en définissant f .
Tr—a
66 H| f=1fla
<
.9
= . N
S — Caractérisation Séquentielle : f continue en a < V(up)pew € A", uy ——— a = f(uy,) — f(a)
O n—+oo n—+oo
Q
La caractérisation séquentielle est la méthode la plus simple pour montrer qu'une fonction n'est pas continue ou n'a
Q Pas de limite
Limite a gauche et a droite
DEF: f:I C R — F admet une limite a gauchegoite €n a € A si f‘lﬂ]—oo,a[f\zn]a,+oo[ a une limite en a
DEF: f est continue a gauchegoite €n a si lim f(z) = f(a)
T—ra
r<G>q
— f admet une limite en a < f admet deux limites a gauche et a droite égales en a
= A < d =min(o, ), Vz €[a—a”a+a"],|If(x) 1| < e
9]
B
= . . N N .
VS — f est continue en a < f continue a gauche et a droite en a
Q
Opérations sur les limites
lim f =1
— T = lim \f + pug = N + pl’
limg=10 ¢
T—ra
N — lim fg = ' Si F est une algebre yorme multiplicative
Pt r—a 1 1
pY
S — lim f.ac g r =10€R" alors f ne s'annule pas sur un voisinage de a et lim — = -
o T—a T—a l
Q.
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Propriétés

Définition

Définition

Définition

lim f=b
Tr—a :

= }Jl_rgg © f = CComposition de limites infinies possible
limg=a

B bombi P . fonl s
A | On combine les deux définitions de convergence en se donnant ¢4 donnant oy que I'on pose égal a ¢y donnant alors ay

Relations de comparaison

DEF:

DEF:

f est dominée par g au voisinage de a si

da>0,IM e Ry, Ve e A, ||z —al| <a=||f(x)] <M |g(x)|
f est négligeable devant g au voisinage de a si

Ve >0,3a >0,V C A, ||z —al| <a=|f(x)| <elg@)

Continuité d’une partie AC F

DEF:

On dit que f € CO(A, F) si f est continue en a,Va € A
f+geCAF)

(f.9) €CY°(A,F)?>= ¢ Af €CYA,F)

fxgeC(AF)

Fonctions coordonnées

DEF:

Vo € A on décompose f(x) dans B : f(x) = fi(z)e1 + — + fu(x)en
(f1 — fn) sont appelées fonctions coordonnées de f dans B

Ce sont des fonctions de A C F dans K

f continue = f; — f,, continue

/\ Continuité des applications partielles = Continuité de f

A On se rameéne a la continuité de la décomposition

A | Ne pas confondre les fonctions coordonnées et les applications partielles

Définition

1.4

Applications lipschitziennes

DEF:

f est k-lipschitzienne si 3k € R*,V(x,y) € A2, ||f(x) — f(y)|| < k||z — v
f lipschitzienne = f continue

A On poseaz%et |z —all <a=|f(z) — fla)]| <€

f+ g, Af et fog sont lipschitziennes
f et g lipschitziennes et bornées = fg est lipschitziennes

Utilisation de la définition du caractére borné et de la norme multiplicative
4 | On simplifie | f(z)g(z) — f(z')g(z’)|| en faisant apparaitre & f(z)g(z’) pour majorer et montrer la lispchitziannité

u € Z(F, F) continue < u continue en 0 < u bornée sur S(0,1) < w lipschitzienne

1.5
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Théoréme

Continuité des applications linéaires
En dimension finie, une application linéaire est continue

Décomposition sur une base et majoration a l'aide de || - ||

a

— En dimension finie
— Jk e Ry, V(z,y) € Ex F||B(z,y)|| < kllz| |yl
— B est continue
— Généralisation : Une fonction p-linéaire en dimension finie est continue

#. Le déterminant : Ay — A = det(Ag) — det(A)

Définition

Définition

Définition

B>

1.6 Norme subordonnée

DEF: ||zf| = sup [ju(z)]|
z€S(0,1)
[[u(@)|l

ver\{0g} J 17|l
Vo € El|lu(@)[l] < [ull [z
w0 || < [llfll < [lo]l
[[u]| = /maxspAT A

llll =

1
On pose X = ( \ ) lu(z)]|? = |[AX]|> = XTATAX or ATA € 5,.(R)

A Tn
XTATAX

< max(sp(AT A uis passage a la borne su
Tx = max(sp(A”A)) puis passag p

min(sp(ATA)) <

2 Topologie

2.1 Définitions

Boules et sphéres

— Bo(a,r) ={x € E,|la — z|| <} est la boule ouverte de centre a et de rayon r
— Byf(a,r) ={z € E,|ja — z|| < r} est la boule fermée de centre a et de rayon r
— S(a,r) ={x € E,|la — z|| = r} est la sphére de centre a et de rayon r

Propriétés

Définition

DEF: On dit que B : F X F' — G est bilinéaire si elle est linéaire par rapport a chacune des variables

| Une boule n'est pas forcément ronde

DEF: La boule unité est B,(0,1) ou B£(0,1)
— S(a,r) = By(a,r)\Bo(a,r)
|
Ouverts
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Définition

Définition

Définition

Définition

DEF: On dit que A est un ouvert de E si Vx € A, 3r > 0,B,(z,r) C A
— Interprétation : Un ouvert ne contient pas son bord
— Une boule ouverte est un ouvert

Dans £ = R un intervalle ouvert est un ouvert

— Le caractére ouvert ne dépend pas de la norme équivalente choisie
— Une union d'ouverts est un ouvert
— Une intersection finie d'ouverts est un ouvert

Fermés

— On dit que F C E est un fermé de E si F est un ouvert de E
— Une union finie de fermés est un fermé
— Une intersection finie de fermés est un fermé

— FE et & sont les seules parties de E a la fois ouvertes et fermées
66 — |l ya des parties qui sont ni ouvertes ni fermées

— Une boule fermée est un fermé
— Une sphére est un fermé

. 4 N
— Caractérisation Séquentielle : F est un fermé < v(un)nE]N € F™ uy m l=1leF

ie Toute suite convergente converge dans F

— = : On suppose | € F et on montre u, ¢ F

A — < : Par I'absurde on suppose A non ouvert < 3z € A,Vz > 0,Bo(z,7) ¢ A

1
On choisit 7 = — pour construire une suite de F' convergeant en z € F’
n

— Un sev d'un K evn fini est un fermé

A | Caractérisation séquentielle en décomposant [ et u, dans 3 adaptée

Intérieur

DEF: x € A appartient a l'intérieur de A si Ir > 0,B,(z,r) C A
On note A l'intérieur de A
— Aouvert & A=A

Adhérence

DEF: z € E est un point adhérent de A si Vr > 0,B,(z,r) N A # &
On note A I'adhérence de A
— AcAcCA
Caractérisation Séquentielle reAs I(Un)nen € AlNa Up ——— T

— = : A partir de la définition on forme une suite en faisant varier r

a — <= : La définition de la limite donne u, € Bo(z,7)N A

— Afermé & A=A

B,(a,r) = By(a,r)
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Définition

Frontiere

DEF: fr(A) = A\A

“ fr(B,(a,r)) = S(a,r)

Définition

Densité

DEF: A est dense dans E'si A=F
DEF: A est dense dans E < Tout élément de E est limite d'une suite valeurs dans A
— GL,(K) est dense dans 9, (R)

1 1
A | On considére (M}) ol My, = A — EIn ¢ GLp(K) si . € SP(A) Max n valeurs

— L'’ensemble des matrices diagonalisables de M1, (C) est dense dans My (C) A pas vrai dans o, (R)

1
A peut se trigonaliser A = PTP_;, T, =T + diag (k—Q + -+ %)

On triture les pour avoir des coeffs diagonaux différents giagonalisable si = APcr €t on considére (My) ol My, = PT, P!

Définition

Compacts

DEF: Un compact de E est une partie fermée et bornée

2.2 Image directe et image réciproque

e

éoréme

Th

Propriétés

Image réciproque des ouverts et fermés

— L’image réciproque par une application continue d'un ouvertfemeé €st un ouvertse,me

— Par continuité du déterminant et caractére ouvert de K*, det ™' (IK*) = GL, (IK) est un ouvert
— fof— f est continue, comme {0 (g r)} est un fermé = L'ensemble des projecteurs est un fermé
N — A x AT est continue, comme {I,} est un fermé, O,,(R) est un fermé
De plus pour A € O,(R), |Ai;| <1 d'ot O,(R) est borné = Compact

Montrer A fermé, e : Trouver une fonction continue par l'image réciproque de laquelle un ensemble fermé,, en
Q donne A

2 Caractérisation séquentielle pour uy, € A, up —— 1 = f(un) —— f(l) € BB ferms d'obu l € A
n—-+oo n——+oo

A 1 On se raméne au cas précédent en montrant f~1(Cr(B)) = Cr(f~1(B))

— L'image d'un compact par une fonction continue est un compact

A. L'image d'un segment est un segment

— Corollaire :Si A est un compact alors f(A)g¢ |p4) est un compact de R
fEt 7]l est donc bornée et atteint ses bornes

1 1

Compact et continu = f(A) donc f bornés. On prend alpha — — qui n'est pas majorant et z,, tel @« — — < f(zn) <
n n

Or f(zn) € f(A) est fermé donc o € f(A)

Kilian Rouge 97




— Pour f: E'— R continue telle || f(z)]| T) +00, f admet un minimum
x||—+o00

L | On considere B¢ (0g, R) ou R est tel VM, ||lz|| > R = ||f(z)|| > M qui est un compact donc borné

Propriétés

Théoréme de D'Alembert Gauss oy polynéme complexe admet une racine

Par I'absurde on suppose Vz € C, P(z) # 0 = |P(z)| # 0, on montre  lim  P(z) = 400 d’ou |P(2)| admet un minimum sur C

[lz]l =00
&  On contredit avec un autre minimum

— Image réciproque d'un ouverts,me¢ est un ouvertforme
A — Image directe d'un compact est un compact
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Définition

Définition

Définition

Définition

Théoréme

MATHS 11

ANALYSE

1 Fonctions continues par morceaux

Subdivision d’un segment

DEF: On dit que o est une subdivision de [a,b] sia =ag < a1 <..<a,=>
DEF: La subdivision est dite réguliere si Vi € [0,n — 1], a;+1 — a; = cste

fe— a . —_—
— On aalors a;41 —a; = et a; =ag+1
n
DEF: § = max (ai+1 — ai)
i€[0,n—1]

DEF: o9 est plus fine que o1 si 01 C 09
C'est une relation d'ordre
— o0 =01 U oy est plus fine que o1 et o9

Fonctions en _escalier

DEF:  f:[a,b] — R est une fonction en escalier si do = {ao, —, a, } de [a, b] telle Vi € [0,n—1], flj4, a:,,[ = cSte
On dit que o est adaptée a f
— Si 09 est plus fine que o1 adaptée a f alors o5 est aussi adaptée a f
— &([a,b],R) est une R-algebrer ey et anneau

A | Pour montrer que f + g est en escalier, on considére ¢’/ = o U o’

Fonctions affines par_morceaux

DEF:  f est affine par morceaux si o = {ao, —, an}; flja;a,1((T) = NiT + pi
— A([a,b],R) est un R-ev

Fontions continues par morceaux

DEF: f est continue par morceaux si 30 = {ao, —, an}, flja;,a;,,| €St continue et admet une limite a gauche et
a droite en tout point de o
— Cyps est une R algebre
— &([a,b],R) C A([a,b], R) C Crs([a, b], R)
DEF:  Sur un intervalle quelconque, on dit que f € Cas (1, R) si VJsegment C I, f € Crr(J, R)idem pour A et €
— Une fonction Cys sur un segment est bornée

A On borne tous les segments prolongés par continuité en les points de la subdivision

Théoréeme d’approximation uniforme
Soit [ € Car([a.b] R) et ¢ > 0, g € E([a ], R), max |f(a) — o(a)] <
S

a,

& Toute fonction Cy est limite pour || - ||, d’une fonction en escalier
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Théoréme

On approxime par une fonction en escalier avec un pas assez petit

A

Théoréme

Théoréme _de Weierstrass
Soit f € C%([a,b],R) et € > 0, AP € R[X], m[a>z] |f(x) — P(z)| <e
xreE|a,

& Toute fonction continue sur un segment est limite d'une suite de polynémes pour || - ||

2 Dérivation

Définition

DEF: f est dérivable en a < @) = /) admet une limite en a notée f'(a)
r—a
e(r) — 0
— f est dérivableena < dle R,de: I — R, ra

Veel, f(z)=fla)+1(z—a)+ (x — a)e(x)

— f dérivable en a = f continue en a
— f+g, fg et \f dérivables en a
go f dérivable en a et (go f)(a) = f'(a) X ¢'(f(a))

Définition Propriétés

DEF: f est dérivable sur I si f est dérivable en a € I,Va € 1
— D(1,R) est stable par CL, multiplication, composition

Théoréme

Théoreme de Rolle
f est continue sur [a, b] et dérivable sur Ja,b[ et f(a) = f(b)
de €la, b, f'(c) =0

Théoréme

Théoréeme des accroissements finis
f est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b]

Je €a, b, f'(c) = f(bl)):i:(a)

Définition

Dérivation d’ordre supérieur

F (@) = (F1) ()

f ©) = f Par convention

— Par récurrence

DEF: On dit que f est de classe C" sur I si f est k—dérivable et si f(*) est continue sur I
4

\f e ck
f+geck
_ k
— festdeclasse C® si f est C¥\Vk € IN fgeC = fogecCk
k
- 2D 2C' 2D fgecChet (fo)f =Y <’Z?‘>f<i>g<k—i>
\ 1=0

Analogue & Newton,ejpniz = Newton

exp

a

Kilian Rouge 100




Définition

Théoréme

Propriétés

Propriétés

Propriétés

ck difféomorphisme

DEF: f est un C* difféomorphisme si
— f bijective
— £ est de classe C*
— f1 est de classe C*
— Si f est bijective de classe C* et si f/(x) # OVx € I alors f est un C*-difféomorphisme

1
A Lemmeacletb= f(a) = f~1 dérivable en b et (f~1)/(b) = —— = Taux d’accroissement => Récurrence

f'(a)

6| () = W

— Corollaire: f: I - R € Ckkz 1 tq f" ne s’annule pas induit un C* difféomorphisme de I dans f([)

A | Stricte monotonie par non annulation de f’

Théoréeme de la limite de la dérivée
Soit f : [a,b] — R,
— f continue sur [a, b]
— f dérivable sur ]a, b] TAF sur le taux d'accroissement sur Ja, z] puis * — a™t
- fl@) —21
x—)a

[ est dérivable a droite en a et f)(a) =1

— Corollaire : Alors f € C! sur [a, b]
— Généralisation : f € C* sur ]a,b] et f() admettent des limites en at= f € C* sur [a, b]

Montrer f € ck - Régles de calcul composition ... Puis TLD pour les points particuliers

3 Intégration

Intégration d’une fonction en escalier
Soit f € £([a,b],R) et 0 = {agp, —, a,} une subdivision adaptée

n—1
Soit \; € R, Vx €|a;, aiy1[, f(z) = \; alors Z)\i(az‘+1 — a;) est 'intégrale de f sur [a, D]
i=0

Intégrale d’une fonction continue par morceaux

Soit f € CM a b,R) et 0 = {ap, —, an} une subdivision adaptée
a7,+1
/ f(t)dt = Z /
— Linéarité

— Relation de Chasles

b b
— f(x) = g(x),Vx € [a,b] sauf en un nombre fini de points = / flx)dz = / g(x)dz

A | f — g est une fonction en escalier
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Théoréme

Théoréme

Théoréme

Méthode

Propriétés

Définition

Théoreme fondamental de I'intégration
I —- R

x

Soit f: I — R continueeta el : F F(6)dt est de classe C! et F'(x) = f(x)

r —
Taux d'accroissement puis intégration de la définition avec &'de la limite
a
— Corollaire : Intégration d'une fonction Cps

Soit 0 = {ag — a,,} adaptée, ¢ € [a,b] et F'

F est lispschitzienne donc continue et est C!
— Sur [a,b]\o, F est dérivable et a pour dérivée f

— En a;, F est dérivable a droite et a gauche et {

Fl(z) # f(x) — f(a)

Integratlon par_parties

[ sostom-tromr [ o

Changement de variables

©(b) b
Soit f continue sur I et ¢ : [a,b] — I de classe C! : / f(t)ydt = / flo(u)¢'(u)du

Théoréme fondamental a (F o ¢)’ ela)
a
Changement de variable
— On pose t = p(u) a | Ha) || f(t) | fo(u))
— On vérifie que ¢ est un C'-difféomorphisme On remplace
e P ble(B) || dt | (u)du

b
— Soit f continue et positive sur [a,b] : / f(t)dt =0= f(t) = 0Vt € [a, D]

a
A | Par I'absurde on construit une fonction en escalier < f d'intégrale non nulle

66| Ca ne marche pas pour f € Cyy

Valeur moyenne

1 b
DEF: A f(t)dt est la valeur moyenne de f sur [a, D]
—a

a
66 | Elle peut étre définie pour f € Cyy

— Si f est continue dc € [a,b], f

A | f bornée = 1 bornée = TVI
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Définition

Propriétés

Propriétés

Propriétés

Méthode

Méthode

— Théoreme généralisé : Pour g > 0, 3¢ € [a, b],

bfng(C)/abg

1057
{ m = min f fg
A mg(t) < f(t)g(t) < Mg(t) = m < =27— < M = TVI
M = max f / g
Formules générales
ua+1
/u’uo‘ = pour o # —1 00T
o a+1 /e‘mdx = — pour o € C*
2 () o
u /ln(aj)dx = zln(z)—=z
u'f'(u) = f(u)
Fonctions trigonométriques
/cos(:):)d:v = sin(x) /cosh(:c)dm = sinh(z)
/sin(:z:)d:c = —cos(z) /Sinh(:n)da: = cosh(z)
/tan(x)dx = —In(Jcos(z)]) /tanh(aj)daz = In(|cosh(x)|)
/cot(m)dx = In(|sin(x)]|) /Coth(x)dx = In(|sinh(z)])
dx dx
=t = tanh
/ o2 (2) an(x) / cosh?(z) anh(z)
dx dx
/ — = —cot(x) / — = —coth(x)
sin”(z) sinh”(z)
Autres primitives
dx 1 x dx 1 T — 3
/:1:24—a2 = aarctan(a> pour a # 0 /:cQ—aZ = %ln Ta poura #0 Dé-

Changement de variable z = au

composition en éléments simples

Calculde ————
ar? +bx+c

— On cherche a transformer |'expression en {0z +
ax

— On applique la formule pour arctan

Pour une fraction rationnelle, on décompose en éléments s

Intégration de polynémes de fonction trigonométr

— p impair
/cosp(t) sin?(t) — g impair
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imples et on est ramené au type précédant

iques
— u = sin(t)
— u = cos(t)
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— q et p pairs — Linéarisation Fomules cos et sin avec les exponentielles




Régles de Bioche pour les fractions trigonométriques vajable en_hyperbolique
— t — —t laisse f invariante = u = cos(t) — 2 des trois propositions = u = cos(2t)

)
o
3 B B . . . o "
s L—m—1 Ia!sse f !nvar!ante = u = sin(?) — Aucune des trois propositions = u = tan | =
%J — t — 7w+t laisse f invariante = u = tan(t) 2
— V1—12 =t =cos(u)
t =cosh(u) sit>1
- Vt2—-1—
1% t = cosh(—u) sit < —1
— Vt2+1—t =sinh(u)
Méthodes des rectangles
Soit f € CY([a,b],R) et o = {ag — a,} une subdivision de [a, b]
Soit Vi € [0,n —1],¥Yn € N*, ¢; , € [ai, aj1]
n—1 b
Z f(ci,n) (ai-i-l - ai) / f(t)dtLa somme de Riemann converge vers 'intégrale
i—0 Pas de la subdivision_>0 a
Dans le cas de f lipschitzienne, on majore |S,, — f| par un facteur tendant vers O par la méthode des rectangles
A
Cas particuliers utiles
Subdivision réguliere noloop b b
- =5 L 2%y <a+i “) —>/ F()dt
N n n n—+oo a
Cin = aiai“ 1=0
6 =
1 n—1 i 1
- = f () —~>/ f(t)dt
iz njonmtee Jo
Mi(b—a)? 1
M; = max |f'| = f est M; lipschitzienn = |S,, — f] < Mé Convergence en —
66 [a»b] n n
~§ Méthode des trapézes : nil (aiy1 — a;) fla) + f(ai1) bf(t)dt
5 p » - i+1 i D) Py . %
N} = n
=
4 Formules de Taylor
Taylor avec reste intégral
Soit f € C"*L sur [a, b] , ,
(b—a) (b—a)" (b—t)"
ol f)=fla)+(b—a)f'(a)+ Tf”(a) +-+ Tf(")(a) + Tﬂ"*”(t)dt
! ! @ !
'g IPP successives a partir du théoréme fondamental
St 4
<
=~
Taylor Lagrange
Inégalité
Soit f € C™*1 sur [a,b], = f("*1) est continue sur [a,b] donc bornée, on note M, 1 = sup ’f(”“)‘
[a,b]
n k n+1
(b—a)" k) (b —a)"*!]
o b) — - a)| < Mpi1——m——
\é MajoratE)n de Taylor avec reste intégral
=
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Egalité

n (b _ a)k (b _ a)n—i—l
Soit f (S CTL+1 sur [CL, b], de € [G/, b], f(b) — Tf(k) (CL) = Wf(n+l) (C)
! n !
k=0
On part de Taylor reste intégral — f(™*+1) bornée = (f(b) — Z)Ll)'l aussi = TVI
A [(b—a)*+1
£
’“g . H‘ TAF = Egalité de Taylor Lagrange pour n =0
O
=
Taylor Young
Soit f de classe C" ™! sur I et a € I( o
Tr—a
ol f@) =fla)+(@—a)f'(a)+—+ Tf(")(a) +o((z —a)")
qu_) Récurrence en posant une fonction s'annulant en 0 donnant le résultat 3 laquelle on applique le lemme
sl g temme:ge Cl,g'(z) = o(z™) au Vy alors g(z) — f(0) = o(z™*1)
Sl
=
o((x —a)™) = (x — a)"¢(x) ol e(x) —— 0
“ a Tr—ra
— TRf et T, : Propriétés globalseg, : sur un segment
Q — Ty : Propriétés locales : Limite, DL, Tangente en un point, Asymptote au V,
5 Fonctions convexes
DEF: f est convexe si v
A | En tout point y + A(z — y) de [z, y], I'image par f du point est au-dessus de la corde entre y et x
DEF: f est concave si —f est convexe
DEF: On dit que A C E est convexe si V(M, N) € A%, [MN] € A
< | DEF: Epigraphe : E(f) = {(z,y) € R,z € I,y > f(x)}
2 — Convexe : En dessous de ses cordes
E ') — Concave : Au dessus de ses cordes
)
9 M = (17, f(l')) , -
— f convexe < V(z,y) € I° en posant la corde [M N] est au-dessus de I'arc M N
N = (y, f(y))
lz€fzyl,INe[0,1], 2= z+(1- Ny
— f convexe & E(f) est une partie convexe du plan
IN{a} — R
B o ) — fla
On définit pour a € I p, . N f(z) — f(a)
T —a
@ f convexe < Va € I, p, est croissante sur I\{a}
:%) A Mq Y(z1,22) € (I\{a})?, 21 < z2¢a(z2) — @a(2z1) > 0 = Disjonction de cas sur la position de a par rapport 3 =1 et z2
E On utilise z1 = Aa + (1 — A)z2 et la convexité
N
Q.
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— f convexe & f/ est croissante <+ f” >0

vz(2) < oz (y)Pour z — xt

A& = : Pour z € [zy] on utilise { et le taux d'accroissement

py(2) < @y(z)Pour z — x~

— f convexe < f au-dessus de sa tangente en tout point

A | = Equation de la tangente en (a, f(a)) et étude de fonction
n
— f convexe & Vn € IN* V(A1 — \,) € [0,1]7, Z)‘i =1,Y(x1 —xy,) € I"
i=1

n n

f Z)\ixi < Z)\z‘f(%‘)
i=1_ = /Récufrerce

a — <« : Cas n = 2 = Définition de la convexité

1 L s .
Cas particulier : Vi\; = — appliqué a la fonction In concave,~ _
n
n 1 n
66 | |négalité arithmético-géométrique : © H:cl < - sz
i=1 i=1
Fonction Inégalité
In(1+ x) In(l+z) <z
B 66 exp(x) ef>1+x
0 . 2x .
E_ Sln(ff)[o, z] ?Cordeé Sln(l‘) < L Tangente en 0
N
Q.

6 Fonctions a valeurs dans un espace vectoriel normé

\& l
:qgi — Soit B = {61 - en}Base de I'arrivée - f(t) = fi (t)el + -+ fn(t)enFonctions coordonnées
o — f continue & fi, —, f, continues
Q.
Dérivation
— f dérivable & f1, —, f,, dérivables
f,:f{€1+_+frlLen
— f dérivable = w o f est dérivable et (uo f) =uo f’
A u(f(x); — Z(f(“)) =u (f(x; — Z(a)) — > u(f'(a)) par continuité
f et g dérivables o
- = ¢(t) = B(f(t),g(t)) dérivable et ©'(t) = B(f'(t),g(t)) + B(f(t),g'(t))
B bilinéaire
A %f(a) =B (f(a), g(xx) : Z(a)) + B (f(ﬂcw) : Z(a) ,g(a)) - f(a)g'(a) + f'(a)g(a) bilinéaire de dim finie = continue
N fetgecCk "k .
g - = 9(0) = BUB.a(0) € C* et plt) = B0 a0)® = Y- ()8 (19,9
S B bilinéaire i=0
Q
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N1  n-linéaire o
T — = @0(fi(t), =, fn(t) dérivable et p(f1 — fn) = ©(f] = fa) + — + @(f1, =, f1)
S f1,—, fn dérivables
AL
Q.
Intégration
b b b
— Pour f continue par morceaux, / fdt = (/ fl(t)dt> er +—+ </ fn(t)dt> en
b b a a a
- || [ roat] < [ironarsia<o
A aOn se rameéne au gas continu et on passe a la limite sur la norme de I'expression des sommes de Riemann
b
| [ <e- s 1]
— Le théoréme fondan;ental resl,)te valable
— Si f € C([a,0], F), / fi)dt = f(b) = fa) = [If(b) = fla)]| < (b— a)?ug]) 171l
— Si ||f']| est bornée sur I, alors f est lipschitzienne sur I

N — A\ Formules de Taylor
2 — Restent valables : T, 1Ty, Ty
S — Non valables : Rolle, TAF, ET},
Q.

7 Compléments de cours

Fonctions définies par une intégrale

J — F

R F(r)ar et de classe C' et g'(x) = /(@) f(v(x)) — o/ (2) (u(a))

9@ = FoE Paue)

Propriétés

Lemme de Lebesgue

— Soit f € Cpr([a,b], F), Erf f(t) sin(nt)dtidem pour cos

A | On s'intéresse successivement a f € Cl, f constante, f en escalier et on finit par f € Cjs avec I'approximation uniforme

Propriétés
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MATHS 12

INTEGRALES GENERALISEES

1 Définition

Définition

Intégrales généralisées sur une borne

DEF: Soit f € CM([a b[,R) avec b € RU {400}
On dit que / f(t)dt est convergente si F': z — / f(t)dt admet une limite quand © — b

On pose anrs/ f(t)ydt = hm/ f(t)dt

— Soit ¢ € [a, b], / f(t)dt converge@/ f(t)dt converge

Onaalors/f t)dt = /f dt—i—/f

A / f(t)dt = cste

Définition

Intégrales généralisées sur deux bornes

a € RU{+o0}
DEF: Soit f € Car([a,b], R) avec
be RU{+o0}
On dit que / f(t)dt est convergente si dc €]a, b[ / f converge et / f converge

+00 too
— La définition ne dépend pas du ¢ choisi : / fov @/ fovet / fov

Propriétés

—+00 »
/ fove lim / f(t)dt existe
—69 T—+00 —

b b b
— Linéarité:/ fcvet/ gcv:>/ f+Agcv
Onaalors/f + Ag(t)dt = /f dt—l—)\/

— Faux probléme de convergence

b
Si f admet une limite [ € R ., en b alors / f(t)dt cv
On dit qu’en b il y a un faux probléme de converagence

A | On prolonge par continuité en posant f(b) =1

2 Fonctions a valeurs positives
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Propriétés

b x
- / f(t)dt converge < F(x) = / f(t)dt est bornée sur [a, b]
ACL ) a

f(t) > 0 = F croissante et F' admet une limite en b < F est bornée sur [a, b[

— Théoreme de comparaison :

b b
—/gcv:>/fcv
b b
—/fdv=>/gdv

— G bornée = F' bornée

A — F—— 400 = G —— 40
z—b z—b

— Relations d'asymptotique

= O(g)

b b
—/gcv:>/fcv
b T
—/fdvé/gdv

Idem avec o

f

Sivt € [a,b], f(t) < g(t)

b b
- f ,I;, g = / f et / g sont de méme nature
a a

Propriétés

Définition

Intégrales de Riemann

— — v a>1
1@
Lt

— —acv@a<1
o t

/b dt
— — e a<l
a (b_t)a

Test de Riemann

oo dt
Corollaire : / = diverge Vo
0

En 400
En a
Jk e Ry k +00 ¢ b
- cf) ~ — / faosa>1 — f(t) ~ — = faosa<l
Ja >1 a o (t—a) a
1 bf
1 +o0 —Eloz<1,ft:O<>:> cv
—E|a>1,f(t)+:O t):>/ fev ()a (t—a) L Ja
o0 a 1
1 +oo — da <1, =0 = dv
S Zaslg = oUm) = [ & (—ap s 0D 7
o0 a

3 Fonctions a valeurs dans R ou C

b b
DEF: Pour f € Cpy avec b € RU {+o0}, / f est absolument convergente si / | f| converge
a a

b
DEF: f est intégrable sur [a, [ si / f converge absolument
a

b
DEF: Si / f est convergente mais pas absolument convergente elle est semi-convergente
a

— / Absolument convergente = Convergente

b b
— / f absolument convergente = / f convergente
a a
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- /\ La réciproque est fausse
3 On considere - R L ¢ R |
s A  On considére : R : 5 G e(f) + ilm(f)
S
O
Q
Intégrale de Dirichlet
1 “+oo
+oo - f :On SéPare/ Faux probléme et/ PP
sin(t p
%’_ / ( )dt est semi-convergente AT !
qE_) 0 t a - |f‘ : Pour /1 on remarque |Sin(t)| > Sin2(t)lntégration aprés linéarisation
4
4 Propriétés
\m [ |
g b
'§ — Pour f continue et intégrable, / |f(®)|dt =0= f(t) =0,Vt € [a,b]
~ a
Q

Intégration par parties
fyg admet une I|m|te finieen b € RU {+o00}
f g et / fg' sont de méme nature
¢ b
. . /ST ’
— Si elles convergent : / flg=1lm|[fg]> —/ fq
a z—b a
IPP d'une / convergente peut donner deux termes divergents
A 1. IPP en gardant € sur une borne problématique et ¢ — a aprés calcul
2. Choisir astucieusement une constante d'intégration rendant les deux bouts convergents
K]
2 A—a
?‘1:-’ Pour les concours faire des IPP avec A et B puis
S| A B —b
N
Q
Fonction I' d’Euler
0 — Domaine de défnition : R 1 200
o +oo + — On sépare/ Ri et/ S ‘
:§ F(LB) _ / tm—le—tdt _ F(ﬂ? + 1) — CL‘F(.CU),VZL‘ c Rj_ ~pp 0 emann €0 ) comparée
§~ 0 — I‘(n + 1) =nl! a — Récurrence
Q.
Changement de variable
pla) =a
Soit f € Cps sur [a,b € R U {+o0}] et ¢ bijection C* de [a, B[ [a, b] tel
lim p(z) =b
z—f
\m B b
] ’ N
© - / O(u) fp(u))du et / f(t)dt sont de méme nature
8 a a
S — Si elles convergent, elles sont égales
Q.
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Propriétés

— Si f intégrable sur [a, +00[ admet une limite [ en +o0 alors [ =0
Par I'absurde on suppose [ > 0

l
A — R:3A,z2> A= f(z) > 5 puis intégration

— C : On sépare Re et Im avec une limite chacune

—+ o0
AH La réciproque est fausse : f m 07K/a f converge
+00
A\| Différent des séries f converge =— lim f =0
a T—+00

Contre-exemple : f intégrable bien que fFO
o0

T

On montre en sommant |'aire des triangles que / est bornée = f
0

intégrable car > 0 o

1

— Si f est Cps sur [a,be R # 4oo| €t est bornée alors f est intégrable sur [a, b

L | |f| est bornée donc intégrable = f intégrable

5 Intégration des relations de comparaison

On suppose f a valeurs dans K et g a valeurs dans R

b b
Si / f converge Si / g diverge
“ x b “ x
—Sifjo(g)alors/f70</g> —Sif?o(g)alors/fjo
— Idem O ¢ ! — Idem O ‘

—fr;galors/wff;/mg fogatos [ [
g

P b
Yb_a<z<b= |f(2) < eglz) = /yf(t)dt‘ Se/yg(g)dtety—;lb

1 Convergence(:l f = o
b—a x T
[
e T = e cste + boo

J

A 1 Divergence :

- z 'z [fl < eg
/ g | +oo / g
Ja a

g
3 frge f—g=o0(g) = Casl

Propriétés

Propriétés

6 Comparaison série intégrale

f positive

+oo
— f:]a,+oo[= R { f décroissante , Zf(n) et / f sont de méme nature

n>a
f continue

© la]+1 lel-1 k41 @ / f<a+ S,V € [a, +oof
L On part de/ f(&)de :/ f+ Z / f+ f alors a
a a k ]

k=|a|+1 Lz f est positive

Acvsia>1
L. ) T gin ¢
— Séries alternées : tTdt est Sevsi0O<a<1

™

Dvsia<0

“+oo
d'ol / f converge
a
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Propriétés

Propriétés

Propriétés

Démo

Propriétés

7 Espaces vectoriels

— L'ensemble des fonctions de & — IK continues et intégrables sur I est un K-ev
— L’ensemble des fonctions de £ — IK continues et de carrés intégrables sur I est un K-ev

— Cauchy-Schwartz :

8 Intégrales célébres

Intégrales de Bertrand

+oo gt a>1ou
1. / 7) converge &
2

te In (¢ a=1letB>1

— Pour a 2 1 comparaison aux séries de Riemann en considérant v € [1, &]

a — Pour a = 1 changement de variables
3 dt a<1lou
2. T converge <
0 ta‘ln (t)l a=letf>1

Intégrale d’Euler

m
- ' -
— [ 2 In(sin(t)) dt = —= In(2)
0 2
™ ™
A  Calcul de /2 In (sin(t)) dt +/2 In (cos(t)) dt égales par changement de variable en utilisant des formules trigonométriques
0 0

Intégrale de Dirichlet

1
n 1 sin <n + 2> t
— Zcos(kt) =5 — 7 1| sit#0[27] et n sinon
k=1

()

& | cos(kt) = Re(e®*?)

T . T . 2 1
—/28111(2_714_1”:7r —LemmedeLebesgueé\f:/2Sm(n+)udu—>7T
0 sin(u) 2 0 u 2
1 1 =z . ¢ sin(t)
— flz) = sn@) 76 +o(x) — Changement de variable ¢t = (2n + 1)u = /0 ; dt

i
2

Intégrale de Poisson

2T
— / In(1 — 2a cos(t) + a®) = 4rIn (max|a|,1) si a # 1
0
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Définition

Définition

Théoréme

Propriétés

MATHS 13

SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

1 Suites de fonctions

1.1 Convergences

Convergence simple

DEF:  (fn)nenw converge simplement vers f si Va € I, f,(x) —+——> f(zx)
—r+00
Soit Va € I,Ve > 0,3ng € N,Vn > ng, |fr, — f]| <€

Convergence uniforme

DEF:  (fn)nen converge uniformément vers f si Ve > 0,3n € IN,Vn > ng, Vo € I,|fn(z) — f(z)] <€
— Convergence simple : N(x)
— Convergence uniforme : N(#) = Convergence plus forte

DEF: Autre énoncé : f,, &% f < I frn — f”io —0

cvu Cvs

Théoremes d’approximation uniforme

1. Soit f € Car([a,b], K)
3(@n)nen € E([a,b],K), pn = f
2. Weierstrass : Soit f € CM([a b], K)
EI(f)n)nelN € ]K[X]aPn ﬂ) f

cvu
f”—>f cvu
- o = ANn+gn — Af+g
gn—>g

fnﬂf cvu . cvs
%fngn — fg mais = fngn — fg

ncvu SN
_ gncv_u>g :fngnﬂ)fg

Jn et gn sont uniformément majorées sur I5ar vy e N, Va € 1, | fu(z)| < M

1.2 Théorémes
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Théoréme

Théoréme

Théoréme Théoréme

Propriétés

Théoréme de continuité

Si Vn € IN, f,, continue et f,, = f sur I alors f continue

On montre que Ve, || f(z) — f(a)|| < € en faisant £fx(z) et =fn(a) et en majorant les trois normes

a

L'absence de continuité de f permet de montre I'absence de convergence uniforme

Théoreme de la double limite

Soit I de la forme [a, +00o[ ou Ja, 00|
— o fsur I

— folz) —— 1,,Vn e N flx) —— 1
T—+00 T—+00
— Iy —1
n——+00
Théoréme d'interversion : lim (nll)filoo fn(z )) = JHm (xl}ffoo fn(x ))

On découpe | f(x) — | en 2 et on majore chaque bout, 5, (z) + 1,,
A

Théoreme d’interversion limite intégrale d’une suite de fonctions cvu sur un segment
fn =5 fbsur [a, b] anrsb(fn,f) € Cyy sur [a, b]
lim / Fu(t)dt = / Ft)dt

n—-+o0o a

Théoréme interversion : lim / fult dt—/ lim f,(t)dt
a

n—-+4o00 n—-+40o

Ne marche pas sur I qui n'est pas un segment

A

Théoreme de la convergence dominée
Soit f, € Car(I,K) et p € Cpy(I,Ry) intégrable

— f intégrable
— f0 2 favec f € Cu(l, ]K) J intég
= ¥n € NVt € L | fu(t)] < () Domination - ngrfm/lfn = /If
Théoreme d’interversion : lim / fn= / lim f,
n—-+00 [ n—+oo
Comparaison des théorémes d’interversion limite intégrale
Théoreme Intervertion lim// sur un segment pour f cvu | Convergence dominée
Convergence Uniforme Simple
Domaine d'intégration | Segment I quelconque

1.3 Théorémes de dérivation
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A ‘ fn 22 f de classe Cl=f! 5% f

Théoreme de la dérivabilité
fn€C®

fn 5 f = festCletg=f

; cvu
fn=—9
Théoréeme d’interversion: ( lim fn> = lim f]
n—+oo n—-+o0o
fng= hm fn —/ g = TFI puis cv puis on montre que g € CY
a
feck

s s - - Cvs .

Généralisation : fn—f = fest CFet fU) =

Vi€ [1,k], £ % g;

6))
QEJ Théoreme d’interversion : ( lim fn> = lim f
f&) n—-+00 n—-+oo
:é? Version Light : Fonctionne aussi avec f/, LN g sur tout segment de I igem pour Ia généralisation
2 Séries de fonctions
2.1 Convergences
Convergences
DEF: Simple : Zun converge, VY € I et vaut S(z)
C'est la convergence ax fixé
Le domaine de définition de Zun , c'est le domaine de cvs
DEr: Absolue : Z |un ()| converge Va € T
DEF: Uniforme : S,, <% S sur I
DEer: Normale : Vn € N, u,, est bornée sur I et HunHio est le terme général d'une série convergente
Majoration par quelque chose d’indépendant de x
S CvA
B — CGN = = CVSet crest tout
S Cvu
O
Q
" - Zun M Se R, —0
QO
-1 I R TN SRR TN
S /\ Réciproque fausse
Q.

2.2 Théorémes
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éoréme

Th

e

éoréme

Th

éoréme

Th

éoréme

Th

Théoréme de la continuité

Uy, continue sur I,Vn € IN

= S continue sur [
CvVu ou cvn
g U, —  Ssurl

Version Light : On peut remplacer Zun VN S sur T par Zun &, S sur tout segment de I

On s'intéresse prioritairement a la cvn

Théoréme de la _double limite
Soit I de la forme [a, +00o[ ou Ja, 00|
o0

— E Un, cvn sur I ~ -
n=0 _
— up(zr) —— by, Vn € N S= Zu” 100 bn
T—r+00 n=0

— an converge

—+00 “+oo
Théoréeme d’interversion : lim E up(z) = E ( lim un(x)>
T—r—+00 T—-+00
n=0 n=0
Pas de version light pour la double limite : CvN sur tout segment de I ne suffit pas

A

Théoréme du Squeeze Comparaison._série-intégrale.
— f: R4+ — R positive +00 1o
— f décroissante lim th(nh) = / f
0
=0

.oy +
— f intégrable sur R, h=0 3
(n+1)h nh
Décompositions en rectangles [nh, (n + 1)h]= / f < f(nh)h < / f puis somme et h — 01
a nh (n—1)h
X1, [k +oo
— Autre énoncé : Z *f — | — fSimilaire a Riemann
n n/ n—+too  Jj
n=0
Théoréme de dérivation terme a terme
u, € C'Vn € N
D un 5 Ssur I = SeC §(x)=> up(x)
Zu’n cvn ou cvu sur [
uy, € CF
P T cvs ; . i
Généralisation : Zun — Ssurl = S est CF et SU) = Zz*‘x’u,({)

n=0

Vi e ﬂl,k}],Zu,(j) cvn ou cvu sur [

Version Light : Fonctionne aussi avec la convergence normale sur tout segment de I de E ul,
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Exemple

éoréme

Th

e

éoréme

Th

Propriétés

Exemple

Fonction zéta de Riemann
“+o00

1
((x) = Z g est de classe C* sur |1, 4o00]

n=1

On applique la version light du théoréme de dérivabilité et on vérifie Zusf) cvn par comparaison a une série de Bertrand

2.3 Théoremes d’intégration

Théoreme d’intégration terme a terme sur un segment

o] b +o0 b
Zun YIS sur [a,b] = / S(t)dt = Z/ up (t)dt
n=0 a n=0"va

b too too b
Théoreme d’interversion : / Zun(t)dt = Z/ un (t)dt
@ n=0 n=0"%

Théoreme d’intégration terme a terme sur un intervalle quelconque

— up € Cyy et intégrable sur IVn € IN Alors
— Zun B Ssur I — S intégrable sur I
—+o00
- Z/|un| converge — /S:Z/un
I I iy
+oo +oo
Théoréme d’interversion : /Zun = Z Unp,
I n=0 n=0 I

E /|un| cv ne peut étre pas étre remplacée par E /un converge
I I

Comparaison des théorémes d’intégration terme a terme

Intervalle Segment Quelconque

Convergence | Normale ou uniforme | Simple

Hypothéses | o / |un| converge
I

Si les hypothéses ne sont pas vérifiées, on peut essayer de revenir aux sommes partielles que I'on peut alors intervertir

3 Intégrales célébres

Intégrale de Gauss

+oo
/ et dt = ﬁ
0 2
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Théoréme

Théoréme

MATHS 14

INTEGRALES A PARAMETRES

1 Théoremes

Théoréme de continuité

1. Vt € Iy fixs, x : f(x,t) est continue sur J

2. Vo € Jy fixé, t 2 f(x,t) est Cpy sur T
3. Domination : 3 ¢ { :: Ig(t)
J — K

f r /f(x £)dt est continue

Caractérisation séquentielle et TCD

continue par morceaux et intégrable , V(z,t) € I x J, |f(z,t)] < ¢(t)

A
— Version Light : L'hypothése de domination peut é&tre remplacée par V[a,b] C J,3pqp : I — R,Cy
intégrable sur I, V(z,t) € [a,b] X I,|f(z,t)] < @ap(t)
. JxI = (x,t) . , . S .
Si I est un segment [c,d], et f Fz,t) — e st continue alors |'hypothése de domination de la version light
est automatiquement vérifiée
19

[a,b] X [c,d] est un compact donc f bornée = @, = M

Théoreme de dérivabilité
Soit f JxI — K
r,t)  —  f(x,1)

1. 9z existe V(z,t) € J x I

0
2. Vt € Ia¢ fixés T : a—f(a;,t) est continue sur J
z

t: f(z,t)
3. Vx € J; fixé ) of

4. Domination : Jp : I — R, Cps et intégrable sur I, V(z,t) € J x I,
J — K
1
r — /f(x,t)dt est C
I

- @) = [ 3 w0

continues par morceaux et intégrables sur

@0 < ol0)

Alors

Caractérisation séquentielle et TCD

— Version Light : L'hypothése de domination affaiblie : V[a,b] C J, ¢4, Car et intégrable,

V(z,t) € [a,b] x I, g‘i

(x,t)‘ < qp(t) suffit
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g—f ,(]xxt)[c, d] :; l}{(x ) est continue alors I'hypothése de domination de la
X ) )

version light est automatiquement vérifiée

Si I est un segment [c,d], et
66

+oo
I'(z) = / t"~le'dt est C! sur R%
3 0

Théoréme

Théoréme de dérivabilité - Généralisation
Soit f JxI — K
(x,t) —  f(z,t)
1. Vtel,z: f(x,t) est C¥

J
2. Vz e Jt: ng; est Cps et intégrable sur I, Vj € [0, k]

ok f

3. Domination : 3¢ : I — R, Cjs et intégrable sur I, V(z,t) € J x I, ak(w,t)‘ < o(t)
x

J = K
Alors Iz — /If(x, t)dt

_ vieloA @) = [ 2L

= - (x,t)dt
7 a$j ($’ )

k—1
Oxk—1

Récurrence sur k : On applique I'|AF a entre a et x pour vérifier les hypothéses du théoreme a 'ordre k — 1

— Version Light : L'hypothése de domination affaiblie : V[a,b] C J,3pq 5, Car et intégrable,
ok f

V(x,t) S [a,b] XI, W

(x,t)‘ < ap(t) suffit

Théoréme

Interversion lim// : On peut calculer lim /f(x,t)dt en appliquant la caractérisation séquentielle et le TCD
I

T ——+00

Intégrales de Fresnel
+o0 +o0 1 I
/ cos(t?)dt = / sin(t?)dt = =/ =
0 0 2V 2

hoo L2 1+4¢ [m
On montre |'existence puis on se raméne a / et dt = 2 3
0

+o0 e$2(t2—i2)
On étudie alors F'(z) = / ﬁddt, on montre qu'elle est C! en utilisant le théoréme de dérivation et le TLD en 0
0 — 7
A
F(A) — F(0) = / F’(z)dx on montre F(A — +00) = 0 par CS et TCD

0
Le calcul de F(0) donne la réponse

Exemple
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MATHS 19

SERIES ENTIERES

1 Définition

<
S I
E‘ DEF: On appelle série entiére la série de fonction Zanz"
t‘qj n=0
Q
2 Rayon de convergence
R =sup X si X majoré
DEF: On note X = {r >0, (Jan| ™ )nen bornée } :
R = +00 sinon
—reX=vwel0r,r”eX
m n T, "
& foal = ot (%)
Y = {7’ 2 07anrn O}
DEF: Autre définition : n—+00 ,R=supY =supZ
Z={r>0, Zanr" converge}
Q Zan v = ay m 0 = a, bornée
S
-E A ZCY CX = Rz <Ry < Rx on suppose par |'absurde que Rz < Rx
=
O
Q
Disque ouvert de convergence
D(O,R) ={z € C,|z| < R} si R est fini
DEF:
L D(O, R) = C sinon
|2| < R< z€ D(O,R) & Zanz” acv
- |2 >R<:>Zanz" dvg
S |z| = R < On ne peut rien dire L\ 2\
s A\ Par définition de la borne sup on considére r tel |z| <7 = |anz™| = |an|r™ X (i) < M + (i) Converge = Majorée
T T
é
O
Q
Comparaison de séries
()
S
’g — an = Oou o(bn) = Ry > Rb
%" — ap ~ by = Ry = Ry
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)
,g an =0(by) : bpr™ ——— 0= apr™® ——— 0= {bpr™ ——— 0} C {an™™ ——— 0} = Ry < Rq
g n—-+oo n——+oo n—-+oo n—-+oo
of 4
S
=
Régle de d’Alembert
. . |An+1 1
Si an # 0 APCR et si —— e Ry U {400} alors R = —
an | n—+oo l
D’Alembert pour les séries appliqué a un, = anz"”
1
— U <1=R>7
1
a — Uz >1=R<
n 1
La réciproque est fausse : Zanz" a pour RCV R =~ Intl —
A an R
)
,g On ne peut pas appliquer la régle pour des séries lacunaires,,, — 0 pour un nombre fini de valeurs
S A On revient a la régle de d'Alembert pour les séries numériques
“\Q
=
~
, . . s Pn)
Le rayon de convergence d'une fonction rationnelle de polynémes Ol )z" est 1
n
— a, bornée = R>1
- a <1
6 =g e
Régularité de la somme
Soit Zanz” une série entiére de RCV > 0
1. Z anz" acv sur D(O, R)
2. Z anzn cvn sur D(Oa IR)Disque fermé de convergence pour r < R
+00
3. f(z) = Z anz" continue sur le segment ouvert de convergence
n=0
2. fJun |27
A 3. Continuité de un polynomiale
° — Corollaire : Zanz" cvn sur tout compact inclus dans D(O, r)
g - -
‘L A | z — |z| bornée et atteint ses bornes = K C D(O,r) C D(O,r) et cvn sur D(O, |20])
2
=
3 Opérations sur les séries entiéres
3.1 Opérations élémentaires
Addition
— Z(an + b,)z" a pour RCV R, > min(R,, Ry)
0 . .
:4:)3, — R.=min(R,, Ry) si R, # Ry
‘T
Q
N
Q.
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Propriétés

|z| < Ra = Zanz"acv

= Z(an + bp)2z" acv
|z| < Ry = anz"acv

|z| < min(Raq, Rp) = {

Propriétés

Définition

Théoréme

Théoréme

Produit de Cauchy

On pose ¢, = Zakbn,k
k=0
1. Z cnz" a pour RCV R, > min(R,, Ryp)

2. Vze D(O,R.),C(z) = A(z) x B(z)

|z| < Rq = Zanz"acv
|2 < min(Ra, Ry) = = > cnz" acVcr debut d'annce €t C(2) = A(2) x B(2)

|z| < Ry = anz"acv

3.2 Intégration et dérivation

+oo a +o00o
— Z T _ontl et Znanz”_l ont le méme RCV
0n+1 /
= ni

DEF: Séries entieres a valeurs réelles : g anz" avec (an)neN € CNetzeR

Intégration terme a terme
“+o00
§ : n
On pose pour x E] - R7 R[Intervalle de convergence: f($) = anT
n=0

1. Z anx™ cvn sur tout segment de | — R, R]

2. f est continue sur | — R, R|
T +00
a
: — t)dt = "t gt
3. Ve €] R,R[,/O far=3"

n=0

= Jualts® < Jan|rm
— Version Light du théoréme de continuité
A — Intégration sur un segment

Dérivation terme_a terme

1. festClsur]— R,R[
—+o0

2. f'(z) = Znanx"_l
n=1

o) +o0o
— Théoréme d’intégration a g(z) = Z napz" "l = Z(n + Dant+1z™
a n=1 n=0

— Généralisation : f est CT> sur | — R, R[ et f")(z) = Zn(n —1) = (n =k + Dayz"*
n=~k

EYn+k—1)—(n+ 1)apsrz"

1 X n+k "

n=0
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Théoréme

Théoréme

Définition

Définition

Propriétés

Méthode

Unicité du développement
f(z) =) anz" de RCV R >0
n=0

— festC®sur]—R,R|

Fm(0)
n!
Corollaire : Y ~anz™ =) bpa",Va €] — R, B[ alors a,, = by, Vn € N
— Corollaire du corollaire
— fl(x) = Zanx” est paire sur | — R, R[ alors a,, = OVn impair Si f impaire non

— Qp =

A Zan:pn = Z(fl)"anx",vgr €] — R,R[ = an = (—1)"an,V € N = (n impair = n = 0)

Unicité des coefficients d'une série entiére de la variable complexe
dr >0,Vz € D(O,r),Zanz" = anz",Vn eNN

4 Fonctions développables en séries entieres

Développement en séries entiéres
On dit que f est développable en série entiéres si

+o00o
3r > 0,3(an)nen € KN,V €] —r,7[, f(z) = Z anz"
n=0

Développement en série de Taylor
On dit que f est développable en séries de Taylor sur | — 7, 7] si

X )
Vo e] —rr|, fz) = Z fnfo)x"
n=0 ’

— f DSE sur | — r,r[ < f développable en séries de Taylor sur | —r,r|

développable en série entiére sur | — r,r[ = f € C°° mais la réciproque est fausse
A

— fDSEsur I &Vx e InR,(x) —— 0 ot R, (z) :/ M
0

n—-+o0o

FeD(nat
n!
A | Taylor avec reste intégral

Méthodes de calcul du DSE d’une fonction

— Opérations élémentaires et produit de Cauchy
— Intégration et dérivation

— Equation différentielle + Analyse-Synthése

— Equation fonctionnelle + Analyse-Syntheése

— Majoration de R,

— Interversion Z,/ ouy />
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Exemple

Théoréme

Propriétés

Propriétés

Fonction Développement

+oo n

- >
n!

n=0

1 =
n
1-=2 Zz
n=0

Vze C

Vze C,lz] <1

—+00
x2n

e 4+e "t
cosh(z) = —5— z;) (2n)!

-z +oo l‘2n+1

-2 (2n + 1)!
2 ot (2n+1)!
+oo 2n

cos(a) = —5— Z(_l)nén)!

—ix +oo :E2n+1

In(1+ x)

“+00
x2n+1

2V

arcsin(x) Jf 2n) 1 2t
—~\n )220 11

arctan(z)

Vo el —1,1]

Théoreme de Fubini pour les doubles séries
Soit (an k) (n,k)en> Suite double & valeurs dans K

+00
1. Vn € Na ., fixé, Zanvk acv
n=0
+00 400
2. sznvk' cv
n=0 k=0
“+0o0 400 “+00 400
Alors ZZQ”’C ZZank
n=0 k=0 k=0n=0

A partir du théoréme de la double limite pour les séries

Fraction rationnelle
P

Soit F(z) = L)

Alors F' est D%% et RCV : R = min{]a;|,a; racine de Q }

1
On décompose F' en éléments simple comme somme des

A (z — ay)

k

une fraction rationnelle telle que 0 n’est pas racine de @)

Développement en séries entiéres ailleurs qu’en 0

DEF: f est DSE en a si 3r > 0,3(an)nen € CN,Vz € D(a,r)

— f(2) DSEena < g(z) = f(z+a) DSE en 0

E an(z —a)"
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Propriétés

Méthode

Méthode

Méthode

Méthode

Méthode

Méthode

Q On se raméne toujours au DSE en 0

5 Retrouver la fonction égale a la série entiere

Séries entiéres de la forme ZP(n)x”

— RCV =1
— On décompose P dans la base des polynémes de Hilbert
— On reconnait des expressions de la forme
—x
P
Séries entiéres de la forme Z (n) x"
Q(n)
— On fait apparaitre des développements de la forme
t+oo u2ntl
— t = -1H"
arctan(u) Z( ) 1
n=0
0, 2n+1
— arctanh =
2n+1
n=0
P(n) ,

Séries entiéres de la forme ) — "z
n!

— On décompose P dans la base des polyndmes de Hilbert et on se raméne au type exponentiel

= RCV =
an, P(n) I F1 w0 oo oo

Séries entiéres vérifiant une relation de récurrence

— On isole les premiers termes connus et on réindexe la somme pour faire apparaitre la relation de récurrence
— On développe et on dérive si besoin les termes pour faire apparaitre des dérivées de f dans chacun d'eux
— En dérivant |'expression suffisamment on fait apparaitre une équation différentielle de f

Séries entiéres ou a,, est une intégrale

— Interversion somme intégrale avec le TITATSUS ou le TITATSUIQ

6 Etude au bord du disque ou de I'intervalle de convergence

Prolongement au bord pour des séries alternées

— CSSA
n—

— uy, converge uniformément et est continue = g Uy continue on peut donc passer a la limite
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Exemple

Définition

Propriétés

Propriétés

A X (—1)m
— arctanlzz (1) l

+oo ( 1)n—1

_ IDQZZ—T

1

m+1 4

n=0

Logarithme complexe

C\Rl — C

DEF: Pour z € C\R_, on définit In ~ In|z| +i6

— Le logarithme complexe est continu

+oo
-1 n+1
— VzeD(0,1),In(1+2) = Z (22”
n=1

7 Séries génératrices

+oo
Der: Gx(t) = ZP(X = n)t" est une série génératrice
n=0

- Rch Z 1

A | an est une suite bornée

— Gx(t) = E(tY)

A | Théoréme de transfert

— Gx(1)=1
— Gx(t) est définie sur [—1,1]

L& | Rev > 1= Gx(t) est définie sur | — 1, 1] et on vérifie les cas —1 et 1

— Gx(t) = Gy(t) = X=Y

A | Par unicité du développement en séries entieres

— Gxyy(t) = Gx(t)Gy(t)

A Gxiy = Y P(X=kP(Y =n-— k)> t" — Produit de Cauchy de Gx et Gy

— X admet une espérance finie < Gx est dérivable en 1 et Gy (1) = E(X)
— = : Application du théoréme de dérivation a G x
a — <« : Par I'absurde on suppose Znan divergente et on montre qu'alors G x n'est pas dérivable en 1

G x est dérivable deux fois en 1
— X admet une racineoy un moment d'ordre 2 <

V(X) = G%(1) + Gk (1) - G (1)
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Propriétés

Lois usuelles

X = B(P) B(n,p) G(p) P(A)

Gx(t) = 1—p4+pt (1—p+pt)* P ey
X p+p PP g

R = +o00 +00 lip +00

Convolution

— Soit (X,)nen une suite de vadr iid qui suivent une méme loi
Soit N vad indépendantes des X; a valeurs dans IN*
Soit Sy = X1+ — 4+ Xn
— Gg,(t) = Gy o Gx(t)
+oo

A (Sy=n)= U (SN =1, N = k) incompatibles PUis simplification puis Fubini
k=1
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MATHS 16

COURBES PARAMETREES

1 Définitions

Définition

DEF: On appelle courbe paramétréea,c parametrs de classe C* un couple (I, f) ou

— I est un intervalle de R
R R?
t = (z(t),y)

de classe C* sur I

Interprétation Position Vitesse Accélération

- - dM ,, - - d°M
Expression M@t)==zt)i +y(t)j gx’(t) i +y(t)g a2

DEF: Le supporttrajectoire est f(I) = {M(t)a te I}

—

()7 +y'(1) ]

Régularité

DEF: On dit que My est un point régulier si ?(to) #(0,0) & (2/(t0),y (to)) # (0,0)
DEF: On dit que My est birégulier si de plus (f’(t0), f”(to)) ne sont pas colinéaires
DEF: On dit que I'arc (I, f) est régulier si tous ses points le sont

DEF: Un point qui n'est pas régulier est dit stationnaire < 2/(tg) = y'(t9) =0

Définition Définition

— My est un point double de I'arc si 3(t1,t2) € I?,t1 # to et Mg = M(t1) = M(t2)
Idem pour un point multiple

Propriétés

m Un méme support peut avoir plusieurs paramétrages

(19
z(t) =t
Une fonction réelle y = ¢(x) peut étre paramétrée par
y(t) = o(t)
Tangente
_ M (to)M(t - — _
DEF: Si u(t) = Mt M(®) admet une limite +% en tJ et ¢,
| M1 o) M ()|
On dit que I'arc admet une tangente en M, en My qui est la droite My + vect(u)
— Limite opposée : Tangente normale
— Limite égale : Point de rebroussement
— A\ Limite différente : Point anguleux
/
t
— Si My est régulier, I'arc (I, f) admet une tangente dirigée par M
S f’(to)H
On fai ) M (to)M(t) ‘
& On fait un DL sur x et y pour exprimer —————
|ty 2 |
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& T = {Points M du plan, Mo M, continu a f'(t0)} <

— Equation de la tangente : (z — x0)y(to) — (y — yo)z'(to) =0
z—z0 z'(to) | _
y—yo y'(to) |

— Equation de la normale en un point régulier : (z — o)y (to) + (y — yo)2' (to) = 0

w0
QO
= e —
2 AN ={M ML f(to)}
<
N
Q.
Plan d’étude
1. Domaine d'étude
Caractéristique Domaine d’étude Prolongement
T périodique Intervalle de longueur ' Rien ou symétrie(s) axiale
Parité t>0 Symétrie axiale
a(t+T) =b(t) Intervalle de longueur T Symétrie selon la bissectrice
a(t+T)=a+a(t) Intervalle de longueur T' Translation de vecteur o
2. Tableau de variation
¢
w/
T
y/
y
/
m = ;Pente de la tangente en M (t)
3. Branches infiniess; 1y en a
r — £00 r—a r — £00
Caractéristique
y—b Yy — 00 y — 00
L B _ . y(t)
Branche infinie y =15 r=a On regarde lim —=
(t)
Y —0 Branche parabolique d'axe Ox
x
Y — +o00 Branche parabolique d'axe Oy
x
LANENp!
z y=axr+b
y—axr — b
4. Tracé
5. Recherche de points multiplesg .. eliement
© , x(t1) = x(t2)
3 On résout avec t1 # to
£ y(t1) = y(t2)
=
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Définition

Théoréme

Propriétés

Propriétés

Méthode

MATHS 1/

EQUATIONS DIFFERENTIELLES

1 Systémes linéaires

DEF: On appelle systéme linéaire différentiel, une équation de la forme
X'(t) = A(t)X(t) + B(t) (E)
DEF: On. appelle systeme différentiel homogene associé a (E)
X'(t) = A(t)X(t) (H)

— Y5 =+ Xy

Al X' =AX +Be (X - Xo) = A(X — Xo)

Théoréme de Cauchy linéaire

(E): X'(t) = A(t) X (t) + B(t)
Un probléeme de Cauchy admet une unique solution finie sur
(CI): X(to) = Xo

— S et My, 1(K) sont isomorphes
= dim.g =n

yH — Dﬁn,l(]K)
X

A | On considére ¢ - X(to)

Systémes différentiels a coefficients constants

DEF: Clest un systéme X'(t) = AX(t) + B(t) ou A est indépendant du temps
— X est une solution réelle de (H) < X est la partie réelle d'une solution complexe de (H)

Résolution de (H) quand (A) est diagonalisable

1P € GL,(K)
— A diagonalisable & ,A=PDpP!
3D € D, (K)
(H): X' = PDP'X
Y1 =My
— OnposeY =P 'X = (H):Y'=DY & : et résolution des équations individuelles
Yn = A
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Définition Méthode Méthode Méthode

Théoréme

Définition

— On a pas besoin de calculer P~1
— X =PY =CieMA; + — + Cre’tA, or dim Sy = n = (X, — X,,) base de .y

6 — Si A est diagonalisable sur C seulement, on résout sur C puis on prend les parties réelles

Résolution avec 2° membre

— En posant Y = P71X, (E) devient Y/ = DY + P7'B(t) = DY + C(t)
— On résout n EDL du premier ordre avec second membre pour obtenir une solution particuliere

H‘ — |l faut alors calculer P!
(19
Résolution dans le cas A trigonalisable

yll =tnyr +—+ tl,nyn
—H): X' =AX &Y' =TY &

/
Yn = thnYn
— On résout en remontant et en réinjectant les solutions obtenues

2 Equations différentielles linéaires scalaires

DEF:  aoy™ + — + a,y = b est une équation différentielle linéaire d'ordre n
a;(t) sont des fonctions continues de I dans IK
— Soit g (J) I'ensemble des solutions de I'équation définies sur J
1. Zg(J) est un sev
2. yE(J) = yH(J) =+ Yo Solution particuliére

Superposition des solutions particuliéres
P
Soit b= b,
i=1
P

y; solution particuliére de aoy(”) + —Fay=b; =y = Zyl est une solution particuliere de (E)
i=1

Forme résolue

Der: y™ 4+ — +a,y=b

AN Les théorémes de Cauchy ne s'appliquent qu'aux EDL pouvant se mettre sous forme résolue

3 Résolution d’équations différentielles

3.1 Ordrel
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Meéthode

Propriétés

Méthode

Méthode

Méthode

Propriétés

Méthode de résolution

Résolution de I'équation homogene associée
Détermination d'une solution particuliere
Conditions initiales pour déterminer les constantes

Soit a continue de primitive A,

, . . i I —- K .
y' + a(t)y = 0 admet la droite vectorielle dirigée par ¢ ¢y o-A( comme solution
L | On montre que Z ‘ f : y(t)eA® est C1 car y 'est et que Z/(t) =0

Q Pour des fonctions complexes, on décompose sur Re et Im

(E)y' +ay =10
(CI) y(to) = yo

A | La condition initiale fixe la valeur de la constante A

— Le probleme de Cauchy { admet une unique solution

Variation de la constante
— On injecte une solution de la forme A(t)e=4(®) dans (F)

N(t)e= A — X(t)a(t)e™ 2O 4 A(t)a(t)e A0 = b(t) < N (t) = b(t)eAD
— On primitive )\ ainsi obtenue pour obtenir une solution particuliére

Cas d’une équation non résolue

1. Si ag # 0 il suffit de diviser par ag
2. Sinon il faut faire une étude séparée sur les différents intervalles
Raccord : On fixe ensuite les constantes A pour assurer la continuité des fonctions et des dérivées

Le théoréme de Cauchy n'est plus valable

A

Equations de Bernoulli
(E) :ay + by + cy® :10

— On pose z = o
— On est ramené a (F) : %z'—i—bz—i—c: 0
-«
3.2 Ordre 2

_ Soient (E) : 4 + a(t)y' +b(t)y = c(t) et (S) : X' = (—l?(t) _al(t)>x + (C? )
g et S5 sont isomorphes

yE — yH
A | On montre que ¢ " = (5/) est un bijective
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(E):y" +ay' + by = c(t)
— Le probléme de Cauchy y(to) = 5o admet une unique solution

(CI) :

— g (I) est un sev de dim 2

5% - K2
Aw‘yH —  (y(to), ¥y’ (to))

est un isomorphisme

— Pour une EDL a coefficients constants, .7y C C*(R, K)

Propriétés

Résolution de (H)

— On recherche des solutions sous la forme y(t) = e

— On injecte dans (H) = 7> +ar +b=0

A C R
yi(t) = et e yi(t) = et e
A>0 non colinéaires = Base non colinéaires = Base
y2(t) = e ya(t) = e
S = {Ae"t + pet} i = {Ae"t + pet}
A < 0 Yy = ye(a’"'iﬁ)t + pe(a_iﬁ)t

1 1
Choix dev = p = 5 et % pour solutions réelles
3

y1(t) = e cos(Bt)
non colinéaires = Base

yo(t) = e sin(ft)

I = {le® cos(Bt) + et sin(pt)}

= {Ae“cos(fBt + )}
= {e® (Xcosh(Bt) + psinh(Bt))}
yi(t) = et yi(t) = e
A=0 non colinéaires = Base non colinéaires = Base
3 o (t) = ter ya(t) = tero!
S T = {(\ + pt)ert} T ={(A+ put)e™'}
O
S
Résolution avec second membre
Second membre Recherche de solution particuliére sous la forme
P(t) Q(t) avec deg ) = deg P
P(t)em™ Qt)e™
— deg@ = deg P si m n'est pas racine de I' EC
— deg@ = deg P + 1 si m est racine simple de I' EC
kS — deg@ = deg P 4 2 si m est racine double de I'EC
Q
E Autre Cas principal
S
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Méthode

Méthode

Lien avec les systemes différentiels linéaires

0 1
— (H) est équivalente 3 X' = AX OGX:(;JI) et A= (—b —a)
A -1

- XA(/\):‘b )\_Hl’:)\2+a/\+bd'oﬁ xa(\) =0= X2+ ar+b=0 (EC)

A # 0 = A diagonalisable .
— , on retrouve les cas précédents en se ramenant au nouveau systeme simplifié

A =0 = A trigonalisable

Cas général : Coefficients non constants

Pas d'équation caractéristique

A

1. On connait une solution particuliére u ne s’'annulant pas
— On passe en forme résolue
— On pose z = % est C? et on injecte dans (E)
— On pose Z = 2’ pour se ramener a (2u' 4+ au)Z + uZ' = c(t)
— On obtient Z puis z par intégration puis y = uz
2. On cherche une solution sous forme d'un DSE
— Analyse : On pose y = Zant” et on injecte dans (E) pour trouver une relation de récurrence
— Synthése : On vérifie RC'V > 0 et on rameéne éventuellement y a des fonctions usuelles
3. Changement de variable
— On pose t = () ol  est un C2-difféomorphisme et z(z) = y(t) = y(¢(x))

(2) =9/ () x () | \ o
— et on peut inverser ce systeme pour déterminer y' et y

2(x) = y"(t) x ¢ (x)* + ¢/ ()" (x)
d'oti une EDL d'ordre 2 en z

Ces méthodes servent aussi a résoudre un DL a coefficients constants ¢y’ + ay’ + by = ¢(t) ol ¢(t) est de forme
66 | quelconque

Equation d’Euler
t2y" + aty’ + by = c(t) ot a et b sont constants

— On résout séparément sur R* et R*
— Changement de variable : y(t) = y(e*) = z(x)
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3.3 Ordren

Résolution d’une équation différentielle a coefficients constants d’ordre n
(B) : y™ + ap_1y™ Y + — + agy = b(¢)

— =Sy +SP
On cherche y sous la forme e’ et on injecte dans 'EC = 1™ 4+ ap_ 17" ' 4+ — + a9 =0

L —Tp
— P est scindé dans C de racines
Multiplicités : a1 + —+ap =n

eTlt _ talflerlt
— : forme une base de .y

et — tozp—lerpt

Méthode

4 Compléments

Wronskien

DEF: Soient y; et y2 deux solutions de (H)
y1(t) yﬁ)‘
i (t) ya(t)

DEF: On dit que (y1,y2) est un systéme fondamental de solutions de (H) si (y1,y2) est une base de .y

On appelle Wronskien d ey; et ya : W(y1,y2)(t) = ‘

(y1,y2) est un systeme fondamental de solutions < 3tg € I, W (y1,y2)(to) # 0

& Vg € I, W(y1,y2)(to) # 0
A | Lemme : W(y1,y2) est solution de y' + a(t)y =0

Propriétés
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MATHS 18

CALCUL DIFFERENTIEL

1 Dérivées partielles

Définition

Définition

— Soit a € U, U ouvert = IB,(a,r) C U
Soit h vecteur de E, 3§ > 0,Vt € [=4,0],a +th e U
A On montre que pour § = m >0, Vt € [-4,8],a+th € Bo(a,r) CU
-4,6] — F

DEF: On pose alors ¢y, L ] o flatth)

Si ¢y, est dérivable en 0 on dit que f admet une dérivée en a selon le vecteur h : Dy, f(a) = ¢} (a)

th) —
D0 f(0) — i T ) = 10
t—0 t

g6/ Si h =0 alors @, (t) = f(a) = cste, ¥t € [-6,0] donc Dy, f(a) = 0F

Dérivées partielles

DEF: Soit h = €j Vecteur de la base canonique
Si D¢, f(a) existe on I'appelle dérivée partielle de f par rapport a e;
0
On note D, f(a), Djf(a) ou a—a{(a)
J
) 0 0
— Si E =1R? on note di(a) =D, f(a) et 8£(a) = D, f(a)
of
— Onad R
n a donc oz, (a)
— La dérivée en 0 de t — f(a1,—,a; +t,—, ap)
— La dérivée en a; de z — f(ah - T, _ap)fonction partielle de f en a d’ordre j

Existence de dérivées partielles = Continuité

A

. UCEFE F=R"

— Soit f a - : fl(a)v_afn(a)
Drf(a) existe < Dy fi(a) existe Vi € [1,n]
Dans ce cas Dy f(a) = (Dpf1(a), —, D fn(a))

Définition

2 Fonctions de classe C!

— Ondit que f est de classe C! sur U si f admet des dérivées partielles en tout point a € U et si ces dérivées

v — F
partielles sont continues jie. —— of est continue
817] a — 83) . (a)
J
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Théoréme

Théoréme fondamental

— Si f:U — F est de classe C! etsoitan,ﬁEE,a%—ﬁEU

f(a—l—ﬁ)

Pour {

Pourn=1etp=2: f(a+h)— f(a) =
On applique le TAF : f(a1 + hi,a2 + h2) =

F=R"

& UCE=R?

a
— Corollaire : fcC' = feC

A | On montre Hf(a—I— h) ’

= @)+ Y )

+ol[7)

c'est le DL;(a) de f

f(a1 + h1,a2 + ha)

8 P .
f(al,ag) + hy 8—?:((11,(12) +h28—£(a1,a2) +A(h1,h2) et on montre A(hl,hg) = O(Hj H)

+ol|7])

_.—>0
h—0g

Propriétés

— feC!'= f admet des dérivées

Si on note h = (hq,

—, hyp) alors Ds-f(a) =

suivant tout vecteur en a, Va € U
P

Définition

Définition

Différentielle

— F

DEF: E
EE h = Dyfla)

K

est linéaire

On I'appelle la différentielle de f en a et on la note df(a),, 4 Fa) () oudf(a) - o

Propriétés

- of
—d =Y h2l
flo) - B =Y by o
| DLy(a) de f - fa+ F) = f(a) +af(a) - T + ol
Notation différentielle
dz; E - R est une forme linéaire
J h—(hl, ,hp) — hj
— df(a) - h :Zh-ﬁ(a);»df( K 7{— 8f( )dz;(h) soit df = Z —dz;
= 70z < O i < O J
— Soient (f1,—, fn) les fonctions coordonnées de f < f(a) = (fi(a), —, fn(a))

fects fecClvie[l,n]
Dans ce cas df(a) -

I = (dfi(a) -

7;7 _7dfn(a) ’ _f—{)
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Matrice Jacobienne
of of
Oz Oxn
DEF: On appelle matrice Jacobienne de f en a i ; = %(a) %(a) -
: oo Oy
sy = ( () '
! Ox;j 1<i<n Jf(a) = : : :
1<j<p . Ofn Ofn
- grad fp I 67:1(@ 879073((1)
E — df(a) € Z(E, F). De plus matg, g, (df(a)) = Jf(a)df(a) . :—f(a) .
O Zj
Q
Opérations sur les fonctions C!
— d(Af+g)=Adf +dg
o g UcFEF — H 1 —
Soit B bilinéaire, h‘ a = B(f(a).g(a)) est C' et dh(a) = B(df(a),g(a)) + B(f(a),dg(a))
A | On montre que ¢z (t) = h(a +tk) est C! et on évalue (‘0/7{(0)
1 - df(a)h
—d({=)(a)  h=
(7)@ ()
3 )
jg A& | On montre que ¢ (t) = m est C! et on évalue (,p’];-(O)
e
Q.
3 Regle de la chaine
Premiére régle de la chaine
Soit ¢ fonction d'une variable de classe C! telle p(I) C U
f o est aussi une fonction C! d'une variable
p
0
(Fou () =dfet) - ¢'t) =3 T (i)
j=1""/
fa—§—7~c>:fa—i-dfa'E—i-oE> - _
{ o ) = fleyrdfte) (b Foglto+k) = fle(to) +k (df (w(to) - #'(t0)) ) + o ([|F|)) + df(eto)) - olh)
a e(to + k) = o(to) + k' (to) + o(k)
t) = t), y(t
T T Foeld =Sty
B (,y) — flz.y) (z,y) — (z,9) (fow)(t) =5 (y)a’(t) + afy(%y)y’(t)
° — Corollaire : f constante sur U ouvert convexeoy comexe = % =0 sur u,Vj € [1,p]
'§ A  On montre que f(M) = f(N) en posant ¢ LO’ 1] : (Ul, t)MJJr IN
<
Deuxiéme régle de la chaine
: UcCR> — R VcR? — R? 1
P ) o fe) S ) o () g SRSl U
On définit g = f o : glu,v) = f((u,v), y(u,v))
o % = g‘f.gx gfgy On applique la premiére régle de la chaine a hi(t) = g(u+t,v)
1 U T du y du et on considére h/ (0
,§ g est C* et @:gaj+8j@ Al et 1(0)
%’ Oov Oz dv Oy dv
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Par la 2¢ regle de la chaine, Jy(u,v) = J¢(z,y) x J,(u,v)

g6 | En posant { @= (o) on a dg(a) = df(b) o dp(a)

b= ¢(u,v) = (,y)

Cas particulier des coordonnées polaires

‘ 5’29) : ](}7{”2005(9),rsin(9)) est C', en posant g = f o : g(r,0) = f(rcos(f),rsin(6))

Définition

Théoréme

Propriétés

Exemple

Définition

.09 _of of . 8f Bf
= —=rcos(f) + ==rsin(d) =z == +
En appliquant la deuxiéme régle de la chaine 327" %rf %%g &Taf ayaf
6= oa" sin(9) + 6—yr cos(f) = y@x 8y
4 Dérivées d’ordre supérieur
0% f
sik#j
DEeF: Si ﬁ admet des dérivées partielles, on note i <3f) = ggjlﬁa%
8$j 8xk (9$j Z) ik = j
81’?
Théoreme de gchwarz )
. o°f o f .
S t C2 = Y(j, k) € [1, p]?
M Généralisation si f est CP
(19
Opérations conservant la classe
1
Af+ng fxg B(f,g) gof 7
Calcul du Laplacien en coordonnées polaires
VcR? — R? _ VcR? - R
S Q| (- 8) 5 (reos(d),rsin(g)) NPV CUetg=Ffoul o o Lt cos(6), rsin(6))
On veut Af en fonction des dérivées partielles de g
0%g 0% o 0% 10% 10g
OncalculeWet@d Af_i—i‘ﬁw‘i‘;g

5 Gradient

DEr: grad f(a) = ((.ii(a),—,g(ag
p

— df(a) - h —Zh = (grad f(a)|h)

Le DLy(a) de f s'écrit f(chL h) = f(a) + (gr—aci f(a)ﬁl)) JrO(HﬁH)
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Propriétés

Propriétés Définition Exemple

Méthode

Propriétés

Opération sur le gradient

— grad (\f + g)(a) = Agrad f(a) +grad g(a)
— grad (fg)(a) = grad f(a) x g(a) + f(a) x grad g(a)
ool grad flo)

grad F(a) = =50y

Calcul du gradient en polaire
7 UcR? - R
(zy) = [flzy) R R
— Og_. 1 O, U, V) est le repére polaire T = ; ingi
Alors grad f — g N { ( ) pere p { 1i cosfi —|—s1n9]_>
U

on pose f(r,0) = f(rcosf,rsinf)

U+ -7 ol
or r

(O, i, j) est le repére cartésien = —sin i +cosfj

6 Extremas d’une fonction a plusieurs a variables

Maximum global Vz € U, f(z) < f(a)
Maximum local ~ 3r > 0,Vz € U N By(a,r), f(z) < f(a)

DEF: Si f est C!, on appelle point critique de f un point a € U ot grad f(a) = Og

— Soit a € U, un ouvert

f admet un extremum local en a = a point critique
Ir > O,VQT € Bo(a, 7")7 f($) S f(a)maximum
]=mr] — R
t

A par hypothese ¢; - fla1,— a5 +t,—,ap

) aunmaxen 0= ¢(a) =0

1. La réciproque est fausse
A 2. Si a appartient a la frontiére de D, f admet un extremum local sur D en a =" a point critique

Rechercher les extremas d’une fonction

— Recherche des points critiques
— Nature de chacun des points critiques

< 0= max
Signe de f(a+k,b+ j) — f(a,b) pour (k,j) — (0,0) :
>0 = min

— Examiner ce qui se passe a la frontiere

Si f continue et f(z) W +00_oo alors f admet un minimum pyaximum global
T||—+00

— VAeER,Ir>0,Vz € E,|lz|| >r = f(z) > A
— On choisit A = f(0g) et on considére Bf(0,r) fermé borné = Compact
— f continue sur un compact =- Bornée et atteint ses bornes
a — En particulier HaEBf(O,r),f(a):Bm(iOn )f et Vo € E\By(0g,r), f(z) > f(0g) > f(a) :>f(a)=mEi‘nf
f ,T

On appelle point selle un point étant un maximum pour une variable et un minimum pour I'autre
19
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Propriétés

DL f(a)

af of 1 282]" 0% f 232f
_ — et el - ) gJ
fla+h)= f(a)+ M 97 (a) + ho Dy (a) + 5 (hl 972 + 2h1ho D20y + h3 0,2

<a>) of||nl?)

h
— Si a est un point critique f(a 4+ h) — f(a) est du signe de H'BH ; H = ( 1), B = <r S) € S2(R)

ha
(A1, A2) > 0= Minimum local en a

st

On la diagonalise en BON : B = PDPTD (M 0 ) (A1, A2) <0 = Maximum local en a

Lo
Signes différents = Point selle en a

det B>0ettrB>0= ()\1,)\2) >0

« On utilise avantageusement det B>0ettrB<0= (A\,\2) <0

det B < 0= A\; et Ay de signes différents

Propriétés

Soit f € ¢! uwelChu(l)cJ
oi ,
vecllv(l)cJ

v(x) v(z)
G(z) = / f(z,t)dt est Ct sur I et G'(z) =o' () f(z,v(x)) — o/ (2) f (2, u(z)) +/ g(fv,t}dt
u@ IxJxJ — R OF OF OF u(z) Ox
On pose F' = /Z fla, t)dt et montre que F est C! soit —, —, — sont continues puis régle de la chaine
Jy

T, Y,z ox’ Oy’ 0z

x
/ sin(x — t) f(¢)dt est une solution particuliere de y” + ' = f(x)
a
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MATHS 19

GEOMETRIE

1 Courbes définies par f(z,y) =0, f € C!

.
B
2| Der: ¢ ={(z,y) €U, f(z,y) =0}
& | DEF: M) est régulier si grad f(Mp) # (0,0)
Q
Théoremes des fonctions implicites
Soitcg:f(m,yg:()fe@ P
Soit My € (g, ?f(M()) 7é 0 Mo
Y T
U, zoel e
Q'E) dJ,y0 € J
-0
\:’, Jpl — J € C', € soit paramétrée par ¢ !
Ry
~
— grad f(My) est orthogonal a la tangente en € a M,
\§ — ?(Mo) # 0 : Théoréme des fonctions implicites : f(z, p(x)) = 0 puis régle de la chaine d’ou (g?aﬁ F(Mo)|(1, ¢ (z0))
0 i
E a — ﬂ(Mo) =0 : On inverse les coordonnées de paramétrage
E (9:)3
Q.
Equations de courbes particuliéres
— Tangente
—  MeTlT & (MM0|grad f(Mo))
T (@~ 20) 2 (M) + (5 — w0) 22 (Mo) = 0
— T :(x—z0)= —Yo) = =
0 or 0 Y—1% y 0
— Normale of
r — X 87(M0)
— M € N & MM colinéaire a grad f(My) < 83‘3 =0
8 Y — % Fy(MO)
B of of
5 — N:(x—x29)=—Mpy) — (y —yo)=—(Mpy) =0
S (x 9CO)ay( 0) = (¥ —y0) 5 -(Mo)
Q.
Courbes de niveau
S
£ | Der: fzy) = A
N — Le gradient est orthogonal aux lignes de niveau et est orienté dans le sens des valeurs croissantes
Q

2 Surfaces définies par f(z,y,2) =0, f € C!
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Définition

Définition

DEF: M) est régulier si grad f(My) # (0,0)
— € : f(z,y,%) =0 est une courbe tracée sur . si

3
R O A (CORTOR )R

Plan tangent

DEF: Clest le plan passant par My, orthogonal a grad
— Si % est une courbe tracée sur ., alors la tangente a3 € en My € € appartient au plan tangent

A | On dérive f(xz(t),y(t), 2(t)) = 0 avec la régle de la chaine d'oti (z'(t0), ¥’ (t0), 2’ (t0)) Vecteur tangent & € en Mo grad f(Mo)
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Il Physique
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éoréme

Th

Propriétés

Méthode

PHYSIQUE 1

ANALYSE DIMENSIONNELLE

1 Unités

— X est une grandeur physique
X =zUx — x est la valeur numérique
— Ux est I'unité utilisée

DEF: On appelle dimension de la grandeur X la fonction qui indique comment la valeur numérique est affectée

par un changement d'échelle de |'unité

ﬁB,

On la note [X] = [X]y vy = —

— Le systeme international d'unité correspond au choix d'un certain nombre d’unités de base

Seconde Fréquence de transition entre deux niveaux d’énergie hyperfins de 133Cs

Métre Défini a partir de ¢

Kilogramme | Défini a partir de h

Ampére Défini a partir de e

Kelvin Défini a partir de kp

Mole Définie a partir de A4

Candela Définie a partir de I'efficacité lumineuse a une certaine fréquence

2 Analyse dimensionnelle

— Exprimer une dimension en fonction d'autres plus observables est I'utilisation d’équation aux dimensions

Distance | Temps | Masse | Température

— On utilise communément

L T M K

Principe fondamental

Tout résultat non homogene est faux

Regles d’homogénéité

— On ne peut additionner que des termes homogénes

— L'argument d'une fonction mathématique transcendantefyjgo, exp, In €St adimensionné
On ne remplace pas le symbole d’'une grandeur par sa valeur

/\ Méme si elle est égale a1

— Un vecteur ne peut étre ajouté a un scalaire

Retrouver la dimension d’une grandeur

— On réalise une analyse dimensionnelle a partir de lois physiques élémentaires
— |l est souvent intéressant d'utiliser des lois énergétiques
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Méthode

éoréme

Th

Trouver une loi physique

— On recense les parametres du problemec, qu’on veut trouver et les dépendances

— On donne leurs dimensions
Voulu

— On forme — = CAddimensionnée
f(param)

f met en puissance les paramétres

Théoréme w

Une loi avec n grandeurs physiques et k£ dimensions indépendantes peut étre exprimée de n—k maniéres différentes
en fonction des grandeurs du probleme

Si trop de constantes adimensionnées, il faut poser des dépendances
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Définition

Définition

PHYSIQUE 2

THERMODYNAMIQUE THEORIQUE

1 Description des systémes

1.1 Généralités

Notion de systéme
Un systeme thermodynamique est un ensemble de particules délimité par une frontiére, le séparant du milieu
extérieur, le tout formant I'univers
— Un systéeme fermé est délimité par une frontiére imperméable aux échanges de matiére
= Masse constante
— Une frontiére adiabatique est imperméable aux transferts thermiques
Une frontiere diathermane est perméable aux échanges thermiques
— Une frontiére indéformable empéche les échanges de volume avec le milieu

Notion d’équilibre thermodynamique

— Un systeme est dit a I’équilibre si il atteint un régime stationnaire ou toutes les grandeurs sont invariables

dans le temps et uniformes a I'échelle du systeme
— On parle d’équilibre local si les grandeurs sont uniformes a I'échelle d'une région seulement

1.2 Différentes échelles

Echelle microscopique

— Diamétre des particules
— Distance entre elles

— d est la distance moyenne
— N est le nombre de molécules

i~(2)’ -
N A | Dans un cercle de distance d il y a une molécule

— Libre parcours moyen

— 1 est le libre parcours moyen
— n est la quantité de matiére

b

na? A | Dans un cylindre de longueur [ il y a une molécule

I~

Echelle macroscopique

— Elle caractérise la taille du systeme

Echelle mésoscopique
— Elle est définie telle Lnicro <K lmeso < lmacro

— Le volume est composé de suffisamment d’entités pour étre étudié mais assez peu pour étre lié a un point

148
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1.3 Energie d’un systéeme

Différentes énergies

— Energie interney; est I'énergie 3 I'échelle des particules
— Energie cinétique d'agitation thermique

S — Energie potentielle d'agitation de paires
= — Energie cinétique macroscopique
NS — Energie potentielle d'interaction avec le milieu
Q
Energies cinétiques macroscopiques et d’agitation thermique
On décompose 7}’%) =TR(M,t)+ v,
On calcule alors la vitesse dans R de la particule de fluide et on calcule I'énergie cinétique moyenne
1 1
dE. = §mv%(M,t)n(M, t)dr + imu*Qn(M, t)ydr
1 — UR(M,t) est la vitesse macroscopique par rapport au réfé-
Ec,macro = /// *mU%(M, t)n(M, t)d’T rentiel
MeV 2
1 *2 — u*? est la vitesse drati i
) _ - quadratique moyenne de la particule
o Ec,mzcro o ///]VIEV Qmu TL(M, t)dT Elle est directement liée 3 la température
g
O
Q
— L’énergie est une grandeur additive
2 Postulats de la thermodynamique
2.1 Premier postulat
DEF: Un systéme est isolé si tout échange énergétique ou de matiére avec le milieu lui est interdit
Premier postulat de la thermodynamique
L'état d'équilibre d'un systeme isolé macroscopiquement au repos est régi par les variables primitives
— Energie interney
— Volume
QE) — Nombre de particules
’g Ces variables sont des variables d'état qui permettent de définir complétement un état d’équilibre
2 Les variables primitives sont définies en toutes circonstances
=
2.2 Second postulat
Second postulat de la thermodynamique
Il existe pour tout systéme une fonction appelée entropies vérifiant
— Fonction dérivable, continue, positive et croissante des variables primitives
g — Permettant de prédire I'évolution du systéme car renfermant toutes ses propriétés
'g — Augmentant si une contrainte appliquée au systeme est modifiée et atteignant donc une nouvelle valeur
\é) maximale
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Aspects statistiques

— kp est la constante de Boltzmann
S(U V. N) — kB In (Q) — Q(U,V,N) est le nombre d'état microscopiques associés a
> un état macroscopique
L'entropie mesure le désordre en quantifiant le manque d'information
Ex: Nombre de questions pour deviner une carte tirée

Remarque

Définition

Démo

Définition

2.3 Identité thermodynamique

OnadS= <38) dU—|—<88> dV—i—(aS) dN, on pose :
V,N UN uv

oU )y, oV ON
— Température : l = (88)
P T 7 \aUu )y

Pression : P =T (gi)U’N

Potentiel chimique : p = =T (gjff)uv

‘ — Cette équation contient toutes les propriétés du systéme étu-

dU =TdS — PdV + /LdN dié

2.4 Variables et fonctions d’état

DEF: Variables extensives : Relatives a la globalité du systeme
— Proportionnelles a n et additives
— Définies hors équilibre
— Les variables thermodynamiques extensives peuvent étre calculées sans connaitre |'état de chaque
particules; son vécu = Ce sont des fonctions d’état
DEF: Variables intensives : Varient dans |'espace et le temps
— Non additives
— Uniformes et constantes a I'équilibre

2.5 Enthalpie

Transformation de Legendre
On cherche a remplacer la dépendance en V pjfiicile 5 maitriser Par une dépendance en P, son conjugué dans
I'identité fondamentale

Pour décrire un état on utilise
— Initialement les coordonnées (U, V) a N fixé
— Ensuite I'ensemble des tangentes a la courbe formée (O ,pente)

oU
i P, — = —P
Soit <Uo + Py, <8V>S,N 0)

Le systéme peut étre représenté par les couples (U + PV, P)

On appelle enthalpie la fonction d’'état extensive définie comme

H=U-+ PV — 7 est homogeéne a une énergie
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Remarque

On définit de méme
— L’énergie libre F'(T,V, N)
— L'enthalpie libre G(T, P, N)

3 Exemples de systemes thermodynamiques

3.1 Gaz parfait

Définition

— Particules de dimensions négligeables par rapport a celles de I'enceinte
— Particules n’interagissant pas entre elles sauf lors de collisions
— Collisions élastiques sur les parois de I'enceinte

Démo

2

— dP(v) est la probabilité que v < v() < v+ dv
— Le facteur de Boltzmann compare E. est Eqgitation

dP(v) = Aexp (— mo

4mv3d
2k3T> T dv

m

3
. 2
- (27rkBT>

— ™ est la vitesse quadratique moyenne
— Elle est utilisée car la vitesse est nulle

On doit calculer A pour normaliser la loiptot — | = A

+oo T
ut = \// v2dP(v) = \/3kB
0 m

. . , 1
L'énergie associée au mouvement de translation est donc —mu*?

3 3
— Gaz Monoatomique : Translation = U = iNkBT = inRT

3 1
= §kBT soit §kBT par degré de liberté

— Gaz Diatomique : Translation + 2Dl de rotation 1orsion et étirement négligeables = U = §NkBT = inRT

Capacités thermiques

Définition

oU . N
CV = | — — Cly est la capacité thermique a V' constant
ar ),
OH - N
Cp = | =— — C'p est la capacité thermique a P constante
T ) p
o CP — ~ est le coefficient isentropique
Y Civ — Notons Cp — Cy =nR
R R
Cv == cp=2"T | 4
v —1 v—1
3 5 5
Gazrnonoatomique 5”R anR g
5 7 7
Gazdiatoquue EnR 571R g
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Entropie du gaz parfait

A 3
Chaque particule est localisée par le principe de Heisenberg sur un volume 7 ~ ( ) =
2mAuvy

Vv N
On a donc Q) = <6> d'ou en appliquant la formule de Boltzmann
T

nR T Vv
— In(— (2
S=S T “(%)*”Rn(%)

S=85y+ nk In <T> —nRlIn <P>

(

h
2mu*

;

S v—1 Ty Py
g
O
Q
Equation d’état des gaz parfaits
S(UVN) _ So I NkBl In <[[]]) i NkZB In (“/{) — Obtenu en éliminant la température
v Y- 0 0
oS
Comme P=T <> on trouve
g PV = N/{JBT =nRT — Cette équation est bien d’état
O
Q
nR=nAy = Nkp
3.2 Gaz de Wan der Waals
.5 On tient ici compte des interactions entre toutes les paires de molécules
= 1
= | Elles subissent une attraction sous forme d'énergie potentielle en —
NJ) T
Q
N 2 1int — dFE) est I'énergie d'interaction entre une molécule et celles
dEp = V47TT E;n (r) entre r et 7 +dr
int +oo N 2 int Eint est |'énergie d'interaction entre une molécule et toutes
int __ - in -
EP - /0 V47TT’ EP (T)dT Ieg autres
- E;"t est I'énergie potentielle d’interaction entre toutes les
Fitot — NEmt _ aN? paires N
P T T Ty ~ o) = _/0 2r? B (r)dr < 0
]\/'2 — Ceci n’est pas une fonction d’état
S Uvaw (T, V,N) = Ucp(T, V, N) — a(T)
g
O
Q
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Théoréme

Démo

Démo

Equation du gaz de Van der Waals

P aN? — NEnT le volume d’ lécul
+W (V_V'z)_ kp — V; est le volume d’une molécule

Isothermes des gaz de Van der Waals

P
Une phase est stable si les coefficients de compressibilité
isentropique et isothermes sont positifs
On 1 (8V)
="y \orP)
= La pente des isothermes d'Andrews ne peut étre po-
sitive = Palier
v
3.3 Phases condensées
. e s 1 /0V
— Le coefficient de compressibilité X jsentropique et thermique €St nul 1 X = —— | — =0
VvV \oP TouS
. . . 1 /0V
— Le coefficient de dilatation isobare est nula = —(— | =0
VA\oT)p
Comme AH = AU + VAP
AU ~ AH = CAT ‘ Et V |AP| < C|AT|
T S’obtient avec I'approximation précédente et |'identité ther-
S= SO +Cln (TO> A modynamique en ne considérant pas le terme pdN

3.4 Solide Cristallin

On considére une maille ol les atomes possédent une énergie cinétique et une énergie de rappel élastique

1
E, = §mfb2 + §my'2 + imx'z + imwQ:rQ + §mw2y2 + imoﬂzQ -
. B
) (@) = (?) = (#*) = —
A I'aide du facteur de Boltzmann on déduit que m
(o) = () = (22) = 27
mw?

1
D’ou six termes d'énergie moyenne §kBT soit une énergie totale de U = 3NkpgT

C,, = 3R ‘C’":%:%(%)V

— Valable a haute température = Pas d’effets thermiques

On a la méme entropie que pour les phases condensées
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Théoréme

Théoréme

Démo

Théoréme

PHYSIQUE 3

THERMODYNAMIQUE PRATIQUE

1 Principes de la thermodynamique

Premier principe

L'énergie d'un systeme fermé est une fonction d'état extensive

AE = AU+AE§macro) +AE](Dext) =W +Q

— W est le travail algébriquement recu
— @ est le transfert thermique algébriquement recu

— On aaussi dU + dEé’”“CTO) + dEjf,”t) =W +6Q

Second principe

Il existe une fonction d’état extensive appelée entropieg telle

AS =S, + S,

1
— Se = L = f —Q est I'entropie échangée
Tfrontié're de

— 8. est I'entropie crée, elle est positive
Sc = 0 définit une transformation réversible
— dS =6S. +dS.

2 Systemes en écoulement

On fait un bilan entre ¢ et ¢t + dt

— Bilan de masse

s | [P mo(t) + omy = mo(t + dt) + dme
v1dt = (5777,1 = 5m2$tationnarité
— Débit
6Wind
5'm1 = /“Slvldt
= Dy, = p1.S1v1 = p2Sav2
5m2 = /,LQSQ'Uth
— Bilan énergétique
dEr =W +46Q ou
dE7r = Dpdt X A(u+e. + €p)
/ 6Q a5 S2
T wdt 5Q = Pupdt
om om
OW = Wipna + Wp = Pipgdt + PL— — Pob—
H1 H2
Premier principe en écoulement stationnaire
I
“w
om
Dy A(h+ ec + ep) = Pina + Pen - Dm="r
— ec = %Uz
— ep =gz
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Théoréme

Théoréme

Méthode

Méthode

A(h+e.+ ep) = Wing +q

— Simplifié en considérant ec = e, =0
— Ah, la variation d'enthalpie massique
— Wjind, le travail induit massique

— g, le transfert thermique massique

Deuxiéme principe en écoulement stationnaire

As = el

= — 4 Se
Tfrontiére

— S$¢>0
A | dS = Dy dtAs

3 Analyse de transformations

Bilan des transformations

Isochore | Adiabatique | Monobarep, — Py = Peyt Adiabatique réversiblesentropigue
W=0 |Q=0 AH =0 AS =0
PV7 = cste

Analyse d’une transformation

— Définition adéquate du systéme
— Description des fonctions d’état du systéme a I'état initial et I'état final
— Schéma bilan de I'état de |'évolution des variables d’état

— On exprime |'équation d’état approximation
— On donne I'expression caractéristique liée a la transformation
— Premier principe et expression de AU et W permet d'obtenir ()

Prendre toujours le systéme le plus grand

4 Cas du gaz parfait

5 Bilans dans le cas d’un gaz parfait

5.1 Lois de Joule

1. Le gaz a une énergie interne ne dépendant que de 7' = dU = C,(T")dT
2. Le gaz a une enthalpie ne dépendant que de ' = dH = C,(T")dT
— Un gaz parfait obéit aux deux lois de Joule

5.2 Transformation adiabatique réversible

Cette transformation est la plus courante car il suffit de procéder rapidement : Adiabatique = @Q =0
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Bilan entre t et t +dt : AU = 0W + 0Q = W adiabatique

Or dU = CydT = "
N
R RT Tar
On a donc i dT = —n—dV d'ou / —
Y — 1 V Ty T
TV 1 _
Ainsi In Vi_l =0et TV ' =ToVy "
TV
PV7 = cste

Démo

6 Outils techniques

1dT et W = _Pea:tdv = _PdvRéversible
Vv
dv
(v —1 v
o-v [

Vo

— Conditions :
— Gaz parfait
— Adiabatique
— Réversible
PV

— — =cste = TV~ = cste et TY P17 = cste

Pour une source de température variable, faire un bilan énergétique pour la source

Dans le cas d'une pression trés lente d'un opérateur il faudra appliquer le PFD au piston en prenant en compte toutes

Q les forces de pression

Théoreme des moments

o a— ay
g T =

’E as al
o

O

R

~

— x est le titre massique en 2
Ala==za2+ (1 —-x)ay

— Utile pour lectures graphiques quand a est en abscisse

Dans le cas d'un changement d'état il faudra utiliser |'extensivité des fonctions d'état pour séparer les étapes de

Q changement d'état des autres étapes

Ah1-2(Ty) = Aui2(To) + P*(To) Avi—2(Th)

Ahi2(Th)

As19(Th) = T

Développement de petites quantités
- Ty=x;+ ox

Zg

Méthode

Kilian Rouge

— Dans le cas du gaz parfait v; < vy d'ou

RT;
Ahzvap(TO) = A“vap(TO) + 7[0

On considére une transformation monobare réversible
A Le résultat est valable, car S est une fonction d’état

x s . .
— DL des — — 0 a I'ordre le plus petit possible pour conserver les §
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Méthode

Différentielle logarithmique
X(x Bé :>lnX% lnz% )+ In(B(x))
_|_

On d|fferenC|e @dz T Bl )da: = =0

dA
Doy dA2) _ Bl
A(z) Bz
Cp Capacité massique de I'eau 4. 18kag71 ~K71
’ lvap Enthalpie de vaporisation 33OOkag71

lfus Enthalpie de fusion 300kag_1

Pour une source de température variable, on fait un bilan énergétique pour la source
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Définition

Définition

Définition

Définition

Définition

PHYSIQUE 4

OPTIQUE ONDULATOIRE

1 Modeéle scalaire de I'onde lumineuse

— Onde électromagnétique

— Les charges électriques créent un champ magné-
tique et un champ électrique couplés

— Bande passante de I'oeil : [390, 770jnm

Indice optique

M C — cestla cél()é\rité dans le vide
n( )_v(M) — Dona=22
n

— Lorsque I'indice est uniforme, le milieu est homogéne
— L'indice optique dépend de la longueur d'ondegispersion

Milieu | Air Eau Verre ) _ ) N
/\ La fréquence est inchangée aux changements de milieu

n 1.0003 1.25 1.5

Vecteur d’onde

g W 2m _, — Danslevide
c )\Ou — Dansn k =nkg

Vibration lumineuse

DEF: Une composante quelconque du champ électrique orthogonale a la direction de propagation sera appelée
vibration lumineuse,(; ;)
— Une vibration lumineuse peut se décomposer en ondes harmoniques : s(M,t) = so(M ) cos(wt — pur)
@ est appelé retard de phase

Eclairement

Approximation des angles faibles d'une expression établie en

dP = KS(M, t)2dS A électromagnétisme
£— P — P est la puissance de la source
- § — S la surface sur laquelle I'éclairement est mesuré

— L’éclairement de I'onde est la puissance moyenne surfacique

E=K(s(M.t 2 recue par une surface orthogonale a k
< ( ’ )> — On définit aussi T = 2(s(M,t)2), I'intensité vibratoire
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Définition

Définition

Propriétés

Définition

7

éoréme  Théoréme

7

Th

— Pour une onde harmonique
1
— Comme )s(M,t)?) = 553

2 Chemin optique

[AB] =cXtap
[AB] = /B ds
A

— Le chemin optique représente la distance parcourue dans le
vide pendant la durée effective de son parcours

— On note aussi Lyp ou (AB)

— [AB] =n x AB pour la lumiére

— Pour un milieu inhomogeéne ol I'indice varie continiiment

Retard lié a la propagation

s(A,t) = Spcos(wt — ¢ 4)

Pour
s(B,t) = Spcos(wt — pp)

On a s(B,t) = s(A,t —tap) = So cos <wt - %[AB] —¢(B) — gpA)

Il faudra ajouter w au retard de phase dans les cas suivants
— Réflexion sur une surface parfaitement réfléchissante
— Réflexion sur une surface plus réfringente
— Passage par un point de convergence

Surfaces d’onde

— Lorsque A est petite devant les dimensions caractéristiques, la propagation est rectiligne
— Un rayon lumineux est une courbe tangente en tout point a k(M)

Il représente la trajectoire géométrique des photons
— Une surface d’onde est une surface de fonction de phase uniforme

C'est une surface relative 3 O composée de tous les M de méme [OM]

Théoréeme de Malus

Les surfaces d'ondes relatives a un point source sont orthogonales aux rayons lumineux qui en sont issus
Valable si I'onde n’'a pas subi de déviation et que la surface est continue

Condition de stigmatisme

Pour un couple de points conjugués (S, 5’), [SS’] ne dépend pas du rayon considéré

3 Quelques ondes
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Propriétés

Propriétés

Propriétés

Définition

Ondes sphériques

DEF: Onde émise par une source ponctuelle dans toutes les directions de I'espace
w 1
— &(M) = Ksi(cos? (wt - nr)> = EKS%
c
1
Le milieu est non-absorbant = Conservation de P = P = £(M)4rr? = s¢ décroit en —

r
— Approximation paraxiale : On considére que les faisceaux restent au voisinage de |'axe optique

A 2 2
s(M) = —— cos (wt—ngSM> or SM? =22 +y2 4+ 22 =22 (1 + w)
c

SM 22
2 2
Orz>>gcety:>DL:>SMzz+I2J
z
2mn N :
5 9 9 - TZ est le retard de phase lié a la propagation selon z
™ ™Tmx® +y 0
SD(M) = %o + 2+~ - m 2ty est le terme de courbure correspondant au re-
Ao A R x P

0
tard dans le plan orthogonal a O,

Ondes planes

DEF: Onde sphérique a l'infini = On confond les portions de sphéres a leurs tangentes
2 -
— s(M,t) = spcos (wt — ;nz> = 50 COS (wt —nkg - OM)
0

— L'onde électromagnétique est localement assimilable a une onde plane
= Approximation de 'optique géométrique

Faisceau gaussien

DEF: Le faisceau gaussien est un modele palliant aux deux modeéles précédentssinguiarité et extension illimitée

A LASER

— Le faisceau gaussien est entierement défini par A et le rayon w ou la longueur zr de Rayleigh

On distingue deux modeéles
— Champ proche : Faisceau cylindrique = Ondes planes
— Champ lointain : Faisceau conique = Ondes sphériques

Plus on s’éloigne plus la tache s'étale

— Géométrie : 0 =
ZR

. . A
— Diffraction : 0 = —
Tw

A\ &)

4 Lentilles minces et optique géométrique

Conditions de Gauss

— Rayons lumineux peu inclinés par rapport a I'axe optique
— Les points d'intersections avec les dioptres sont proches de I'axe optique
Les rayons des conditions de Gauss sont dits paraxiaux
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éoréme
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7

éoréme

Th

Méthode

Propriétés

Lois de Snell-Descartes
nq sin(i1) = na sin(iz)

Se démontre avec I'égalité des chemins optiques a la frontiére du dioptre = Calcul de différence de marche

a

Relation de Newton aux foyers
FO x F'O" = ff = —f"?

Trigonométrie Tha/es

Relation de Conjugaison de Descartes
1 1 1 I f

—_— == ==+==1

OA” OA ff OA O

On pose I'égalité des chemins [AOO’ A’] et [AP; P, A’] ou P sont des points de part et d'autre de la lentille au-dessus de I'axe

Méthode du stylo

— On définit un sens &
— On prend le stylo pour passer d'un coté a l'autre et reformer I'angle de deux maniéres différentes en
comptant algébriquement les angles parcourus

— Ng >Ny =1y > 1

Q — No <Ny = 1o < 11

La réflexion totale ne se produit que sur un milieu moins réfringent

FONCTION DE TRANSPARENCE

Savec (P+)

E(P) = — — s est aussi appelé transmittance

Ssans (P+)

Focalisation d’un faisceau gaussien

— Une lentille de courte distance focale; .. permet de focaliser un faisceau gaussien au voisinage du foyer
image sur une tache dont le rayon est voisin de A

— L'utilisation d'un systeme afocal permet de réduire la divergence d'un faisceau gaussien = Le faisceau
émergent est collimaté
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PHYSIQUE O

INTERFERENCES

Définition

[l'y a interférence a chaque fois que 119043 # & + &2+ &3

/\ On a bien toujours 51,93 = 81 + 89 + 83 mais par pour & Quadratique

Démo

Définition

éoréme

Th

Remarque

éoréme

Th

— — w1
Ey = Ey, cos (wit —p1(M)) ©1(M) = o, + —[S1M] .
ou ¢ D’ou

— — (,UQ
Ey = Eo, cos (wat — (M) p2(M) = po, + —~[S2M]
EM) = K{|Ei+ E)?
= K ((E’%l cos? (w1t — 1)) + <E%2 cos?(wat — ¢2)) + 2(Eq, Eq, cos(wit — 1) cos(wat + gpg))>

= &S +&EH+Er
&y est appelé terme d’interférences, par linéarisation _
&1 = K(Eo, * Eo, cos((w1 +w2)t — (o1 + ¢2))) + K(Eo, * Eo, cos((wz —w1)t — (p2 — ¢1)))

— Si & # 0 est non nul, les ondes sont cohérentes
— Si &1 = 0 elles sont incohérentesg () — ¢, 4 ¢,

Conditions de cohérence
Pour observer des interférencesg, - o

— W1 = W2Car le signal est sinon moyenné 3 0 méme avec d'excellents détecteurs

- E01 ’ E02 7& 0Les ondes ont une polarisation non-orthogonale

— Pour deux sources distinctes ¢g, — o, et Eol : EOQ prennent un grand nombre de valeurs aléatoires
= Valeur moyenne nulle = On ne peut utiliser deux sources distinctes

— Pour deux sources mutuellement cohérentesciones : Il faut §(M) < l. = cr pour que les trains d'ondes
arrivent a se superposer

Formule de Fresnel

— & sont définis en M

E=&E+E+2vVE&E COS(A(p) — Ap= i—z ([S2M] — [S1M]) est le retard de phase

Démonstration complexegp, suppose les conditions remplies w = w1 = wa

Rl ei(Wt_Wl) K
! . d'oli s = 57 + 5y et €= —(s; +5,)(s] + 53) puis en développant £ = &1 + &2 + K5, 5, cos(Ayp)
A 55 = S ei(wt—p2) 2

— —uU2

| X

2 ~ 7
d'ou le résultat

En utilisant la formule &; = 5;
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Définition

Définition

Définition

— Interférence constructive : £ > & + £ < cos(Ayp) > 0
— Interférence destructive : £ < & + & < cos(Ap) <0

2w - A 2
o  est le déphasage
ASO(M) - 75(M) — &(M) est la différence de marche

— (M) est la différence de marche

S0 = 0~ 301 ot

M
p= 6( ) — p est |'ordre d’interférences
A
0
E(M) = 2&(1 + cos(Ap(M — Dans le cas d'un méme éclairement issus des deux rayons
®

Retard de 1 par rapport 3 2 < [2] — [1] = s = spe~02/1

Figures d’interférences
On distingue les franges brillantes et sombres ou I'éclairement est respectivement maximal et minimal

Interférences Ayp

Constructives totales | 2km k

1
Destructives totales | 2(k+ )7 | k + 3

gmaa: - gmm — C est le contraste ou la visibilité de la figure d'interférence

C= m — C est maximal si &1 = & = £ = 2&p (1 + cos(Ayp))

Pour des ondes planes on se rappellera que s(M) = §Oei(“t*”k0 - OM)

Interfrange

DEF: L'interfrange est la période spatiale

Q € =Enax (1 + C cos (27r£ + goo)) et on peut identifier les différents paramétres dans |'expression
i

Ao

Pour des ondes planes i = ————
% P ! 2sin(w)

Plage de vision | [20cm : c0]
ASoleil 550nm

2 4

lesotei 3pm
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PHYSIQUE 6

DIVISION DU FRONT D'ONDE

1 Dispositif interférentiel a division du front d’onde

Division du front d’onde

DEF: Un dispositif interférentiel est configuré en division du front d'onde si deux rayons interférant en un point
donné sont différents mais issus de la méme source
/\ Le fonctionnement par division du front d'onde dépend du point d'observation
— Les interférences produites sont non localisées et sont observables en tout point

Définition

2 Dispositif des fentes d’Young

2.1 Présentation

- 5(M) == [SQM] - [SlM] == TL(SQM - SlM)
- (SQM - SlM)(SQM + SlM) = SQM2 - 51M2
2((S20 — $,0) - OM)
_ SHM+ S M
25951 - OM
2r + O(a)
~ 5557 - OTM

— On exprime 5257 - OM

SoM — S1M =

Q
RS
L
Q
0 S(M) =T - S5,
— (M) est la différence de marche
— a= 5152
ar — x est |'abscisse comptée a partir de O
- D=00'
(5(M) =nN—— X ar 2mnaxr
0 D — Onaaussip=n et Ap =
N DXo DXo
8 XoD
L ,e P . 0
= — L'interfrange est alors donnée par i =
<% na
N
Q
L Utilisation des fentes d’Young
Q
§ — On choisit un point M
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Méthode

Méthode

— On recherche les sources secondaires
— On trace les rayons qui vont interférer en M et on vérifie qu'ils sont distincts
— On peut alors utiliser les résultats des trous d'Young

Généralisation pour d’autres dispositifs

— On se place dans le cas de la division du front d'onde
— On détermine la différence de marche
— On peut alors calculer I'éclairement et les interfranges

2.2 Influence du déplacement de la source

Déplacement de la source

— Si§S =SS’ = Les chemins optiques aux deux trous sont changés
= Différence de marche supplémentaire

A | Méme calcul avec M = 5’

AS - 5,8
— A§(M) = nT?l
naxr  nab
— On a donc 5(M) = Otrous + 6d6plac = 7 + Di(]Ol) b est le déplacement vertical

On peut alors additionner les éclairements des deux sources et déduire le contraste
— Si AS - 5551 = 0 alors I'éclairement est inchangé

'3 La présence de deux sources en S et S’ va juste renforcer |'éclairement mais ne rien changer d'autre
2 /\ Pas d'interférences pour deux sources incohérentes
Q ’ ' /
S = |dée des fentes d'Young , on remplace la source par une fente allongée
Q
E=Cnmax (1 + C'cos (27Tf + @0)) et on peut identifier les différents paramétres dans |'expression
Q i
Source étendue
On détermine I'éclairement d€ produit par un point de la source étendue entre
z et z+dz en calculant §(M) pour cette source et on intégre sur le segment et
&lon le met sous la forme astucieuse permettant de faire apparaitre le contraste
qui prendra souvent la forme d'un sinus cardinal 1
. na2b
— C—s1nc(27r>\ i) )
00 0.5 |
28 2
— de=22 (1+cos( na (iJri)))
2b Ao \D Do
— &= /d&'
" a . 1 2 3 4
0 — On utilise les formules d'addition : sin(a + b) — sin(a — b) =
?q:-) 2 sin(b) cos(a)
Q.
E ’
Q.
[ON |
’g Critere de visibilité spatial
208 Pour le déplacement d’une source ponctuelle
[
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— Les franges d'interférences sont visibles en M si

1
> |Aps—sr| = ps' (M) —ps(M)| < 3
s na2b
— Bonne visibilité tant que <1
ol a AoDo
D I e L F ' . AoDo Ao
N EEEEEEE T o ° P o Soit a < n2b = @Longueur de cohérence spatiale
5> — On calcule pg(M)
— On calcule pg/ (M)
1% — On applique le critére

Théoréme

2.3 Faible largeur spectrale

On s'intéresse ici a des sources de plusieurs longueurs d’onde interagissant simultanément

1 dX
Am K AN AN A
Q Si anrs—:—J
om K Ao m Im

Critere de visibilité spectrale

— Les franges d'interférences sont visibles en M si

Ao Ao 1
— |Ap| = - =0(M)— < =
AP = [Pon + 5= = Do | = 6(M) = < 3
. 1 1 A2,
Dot Ap < 5 ~ 6(M) < 7A(7 ~ 5(M) < 7A)\ = chongueur de cohérence temporelle

I\ |l faut pour cette derniere condition A\ > A\,

— On calcule ps(M)
— On calcule ps/ (M)
— On applique le critére

Théoréme
)

On considére une repartition SPeCtrale reCtangU/aireL 'éclairement est réparti sur une gamme de nombres d’ondes

— On exprime d€ = 25—0(10 (14 cos(2md(M)o))
)

L Ao Ao
o — On intégre sur [0, — 5 Om 7]
£ — On fait apparaitre sin
Q
Cas de la lumiére blanche
— On peut assimiler le spectre de la lumiére a une trés longue raie = Longueur de cohérence associée
— Les éclairements associés a chaque longueur d’onde vont s'annuler I'un apres I'autrep apord par A petit
" — On observe non plus des raies mais des irisations
:% — Si la différence de marche est trop grande devant [., on observe un blanc dit d’ordre supérieur
‘0 1
P 7 . 1l 1] N . .
S Le spectre est cannelé = Certaines longueurs d'onde s'annulent : p = Z + 3 a plusieurs endroits
~
Q
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‘ l.Lumiére blanche | 3mm

Source Critére de visibilit¢é  Condition sur Longueur de cohérence
Déplacement ou élargissement  Spatial aoub Spatiale
Elargissement du spectre Spectral (M) Temporelle
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PHYSIQUE /

INTERFEROMETRE DE MICHELSON

1 Description

(M2)

T

ource ( ]\'{1)

Compensatrice

Séparatrice

ANt

Verre anticalorique

0
---------------- L ¢ )]

— Pour que la traversée de la séparatrice soit identique pour les deux voies on ajoute une lame compensatrice
— On consideére que le dispositif avec compensateur est identique a une unique séparatrice n'induisant pas de
différence de marche

Propriétés

2 Configuration de la lame d’air

DEF: La lame d’air est la configuration ou les deux miroirs sont orthogonaux
— On simplifie le dispositif en considérant
— Une source S’ symétrique a S par la séparatrice

<
:S — Le miroir (M]) symétrique a (M) par la séparatrice
S — 5 ) g Ghl g s Ol gr M) g,
Q
5(M) = [SM]Vl — [SM]V2 = TL(SIl + LJ) + JlM) — n(SJg + Jols + IQM) = n(S’lM — SQM)
— e=0: 5] et Sy sont confondus = (M) =0
- € 7& 0:e<Q0=Ddou 5(M) =0+ O(e)On cherche O(e) a l'ordre 1
M2 — S, M2 S1M? = (@,+W)2:€2+QM2+2€QMCOS(9)
SUM S0 = S do o o

. 1M 52 SoM? = (59 + QM)? = €2 + QM? — 2eQM cos(6)
£ Dot S1M? — SoM? = 4eQ2M cos(f) = O(e) et on approxime a 'ordre 0 : S; M + SoM ~ 2QM
Q
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Démo

Propriétés

Méthode

Propriétés

Propriétés

(5(M) — ne COS(H) — On déduit p(M) = 277,)% cos(6)

On peut élargir la source = Critére de visibilité spatiale

Elargissement de la source

— D=0Q =0
— r est la distance entre M est |'axe des sources
— b est la distance entre les sources

r<
4neb & | [pcentre — Prord| < 5 en exprimant 6 dans les 2 cas

— Les franges d'interférence sont visibles quelle que soit la largeur si D — oo
Les franges d'interférence sont alors localisées a I'infini
Les deux rayons se confondent = Division d’amplitude et non plus du front d'onde
DEF: Un dispositif interférentiel fonctionnant en division d’amplitude voit ses franges d'interférence localisées
sur une surface ou la visibilité est maximale

DIFFERENCE DE MARCHE A L’INFINI

(s(M) = 2ne COS('L.) A (M) = [S1H] + [HM] — [S2M] = [SIH}Stigmatisme

Rayon des anneaux

— On exprime p au centre pg + €
— On détermine le sens de variation de p en fonction de 4
— On exprime p au premier anneau brillant en fonction de p(i1) = po + 1

— DLen 4 puis détermination de 71 peduit de i1 en utilisant de la trigonométrie
— Sur le k® anneau p(ix) = po = k + 1 et analogie a ce qui précéde pour déterminer ry,

— Lorsqu'on augmentegiminue |'épaisseur de e de la lame d’air, les anneaux rentrentgortent
— e = 0 = Contact optique = Eclairement uniformeejnte piate

3 Configuration du coin d’air

DEF: Dans la configuration du coin d'air, (M) et (Mj) ne sont plus paralléles et forment un angle «

— x compté a partir de I'intersection de My et M]

5(M) =2n Sin(a)x En considérant le déphasage des deux ondes exprimé en co-
A ordonnées cartésiennes

T

Moyen mnémotechnique
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Propriétés

Ao
Y

= 4nf sin(w)

— = La surface de localisation se situe au voisinage des miroirs
L'interférométre fonctionne alors en division d'amplitude = Utilisation d'une source étendue possible

INTERFRANGE

"T o sin(a)

— Pour une source étendue
— y définit I'endroit ou I'on place le bout de papier
— [ est la largeur de la source

A ]-Source peu étendue

Critére de visibilité et DL a l'ordre 1 en supposant <

— Les franges d’'égale épaisseur passent par tous les points ou
I'épaisseur est la mém

- &= 2% (1 + cos (%e(M)))

4 Bilan

Configuration | Localisation

Nature

Différence de marche

Conditions d'éclairage

Conditions d'observation

Lame d'air [e's)

Egale inclinaison

2ngire cos(6)

Convergentpyys de i

Lentille de projection

Coin d'air Voisinage des miroirs

Egale épaisseur

2ngire(M) = 2ng4r sin(a)x

o

Parallele

Miroir dans plan focal

Kilian Rouge
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Démo

Théoréme

PHYSIQUE 8

INTERFERENCES A ONDES MULTIPLES

1 Trous d’Young multiples

(M) = [SAuM] — [SAy 1 M]
= naira(Sin(e) — Siﬂ(eo))
On détermine la vibration lumineuse résultante

N-1
k=0

1-— eiiN@
s(M) = til(M)m
D’'ou sin Ng)
= Silefi(Nfl)So

On calcule alors £(M) = %K§(M)§*(M)

sin? (Ng)
E(M) = N*&Ry - Rn=——"77%
N2 sin? ( )
k
N — Entre deux annulations du pic central o = WW
Fn=" 2
N7 A — On définit Fiy = 51
%)

Formule des réseaux

sin(6,) — sin(fy) = p— x A partir de §(M), Ap(M) = 2mp,p € Z

On peut aussi raisonner sur la représentation de Fresnel de s pour trouver les angles d'interférences totalement
Q destructives ou constructives

2 Autres modeles a ondes multiples

DEF: On appelle réseau plan de diffraction une structure diffractante plane
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Méthode

Exemple

Etablir les formules d’éclairement

La formule des réseaux reste toujours valable
Pour déterminer la différence de marche, on utilisera Pluto

— A sont les trous

5( 7\[) — n(u_’o _ U)A 1A — g est le vecteur porté par I'onde incidente
m-+ m — p )
— U est le vecteur porté par I'onde sortante

Interférometre de Fabry-Pérot

La

Kilian Rouge

L'onde émise par une source large est emprisonnée entre deux lames paralleles a forts coefficients réfléchis-
sants

A chaque "rebond" une infime partie est transmise et ces infinies parties interférent 3 I'infini en supposant
I'éclairement identique pour chaque onde résultante

démonstration est analogue a la précédente et on retrouve une série géométrique

tend vers 0 avec le coefficient de réflexion tendant vers 1

La finesse des raies F = ;T

Ce montage permet d'avoir une transmission sélective a certaines longueurs d'onde
En s'arrangeant pour n'avoir qu'un seul pic fin dans le visible on crée un filtre interférentiel

172



PHYSIQUE 9

CHANGEMENTS DE REFERENTIELS

Définition

e

éoréme

Th

éoréme

Th

Définition

e

éoréme

Référentiel

DEF: Un référentiel s'identifie a un solide de référence
— Ensemble des points dont les distances relatives restent invariables
— Ensemble d'horloges synchronisées

Transformation de galilée

— La mécanique classique admet que le temps s'écoule de la méme maniére dans R et R’

A — La structure euclidienne de |'espace temps donne OM = OO’ + O'M
x=ut+a
y=y

Pour une translation rectiligne et uniforme a la vitesse W :
2=z
t=1t

Loi de composition des vitesses

— W, est la vitesse d’entrainement de R’ par rapport a R
— R (0’') Translation

W(M) = W(M) + @(Mv t) — (ﬁ)R +y (%)R + 2 (Q)R Rotation

7
dt dt

Le tapis roulant de la station de métro Chatelet A Dérivation de : OM = OO’ + O’ M et identification

Point coincidant

DEF: On appelle point coincidant, le point fixe de R’ confondu a M a l'instant ¢
— On a vg(P) =ve(M,1)

Loi de composition des accélérations

— e est I'accélération d’entrainement de R’ par rapport a R
— ag(M,t) est I'accélération de Coriolis
., . . . — Elle dépend de la vitesse de M dans R’
a'R(Mv t) = aR/ (Ma t) + ae(Mv t) + aC(Ma t) — Elle dépend de la rotation des deux référentiels
= Sinon elle est nulle

Th
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Référentiels en translation

— Référentiels en translations < Axes paralléles a tout instant

Translation rectiligne et uniforme X
Translation quelconque

TR(M) = Ui(M)+vo(M,t . . .
_ ROD w7 (M) + 0e(M, 1) — R(M) = war(M)+vs(M,t)
= L+ GROM) = (M, 1) +az(M, 1) +ag (M, 1)
[} — - — —
= ag(M,t) = ar/(M,t)+ac(M,t) +ac(M,?) - s .
3 - " B = W(M,tu(d—“) +73
S — Go(M,t)+ 0+ 0 dt /=
SR}
Référentiels en rotation
— Les deux bases ont un axe commun, ici k = &’
— On peut exprimer les vecteurs (7', j', k") dans la base (i, j, k) a I'aide de I'angle de rotation ¢
N — Qp/ /R est le vecteur rotation de R’ par rapport 3 R
0 =0k —  est I'angle de rotation
RI/R ¥ — k est I'axe de rotation, il est colinéaire a 0/
dOP a7 Ay Ak
ve(M,t) = vp(Pt) = | — — 1 4J- , AR
ve(M, 1) = PR (P1) <dt> TVt
A e dd oA -
En remplacant les dérivées par leur valeur avec ¢ on a T =Qrir N o€ {35, k}
R
Formule de Bour
2 dAB dAB - On dérive AB = x’(t)? + y/(t)? + z’(t)l;7
g dt dt
S R R/
2
=
Formule de Varignon
Pour deux points A et B d'un méme solide
dAB ~ N
g . . _—  — (dt) = 0 et on décompose AB = AO+ OB
Y ’UR(A,t) = ’L)R(B,t) +Q'R//'R/\AB A R/
2
=
En sommant les dérivées de chaque comosante
- A
Ue(M,t) == QR’/R ANOM = QR’/R ANHM
— H est sur I'axe de rotation
A P . dQr/
— De méme pour les accélérations ac(M,t) = ag(O,t) + T ANOM + Qg A (QR//R A OM)
R
— Dans le cas de la rotation uniforme autour d'un point fixe a,(M,t) = ap (P,t) = —Q2HM
Accélération de Coriolis
OEJ J(M t) = 900, A W(M) On explicite les dérivées dans |'expression
‘@ c ) R'/R R A
& \8
QU =
S ~
L
SR}
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Dans tous les cas sauf I'accélération de Coriolis on utilisera le point coincidant au lieu d’expressions toutes faites

g 6.67 x 10" m?km~1s7! drs | ¢ x 8min = 1.5 x 10''m
Rr | 6400km p ms | 2 x 103%kg
mr | 6 x 10%*kg drr | ¢ x 1s = 380000km
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Théoréme

Définition

Théoréme

Démo

PHYSIQUE 10

DYNAMIQUE EN REFERENTIEL NON GALILEEN

1 Invariance galiléenne du mouvement

Principe d’inertie
Tout corps persévere dans son état de repos ou de mouvement rectiligne et uniforme dans lequel il se trouve a
moins qu’une action mécanique n'agisse sur lui et ne le contraigne a changer d'état

Cet énoncé définit deux notions
— Le moment inertiel comme le repos ou un mouvement de translation rectiligne uniforme
— Les forces comme actions mécaniques modifiant le mouvement

Référentiel galiléen

Un référentiel galiléen srerentiel d’inertie €St tel qu'un mobile soumis a une force idéalement nulle est animé d'un
mouvement rectiligne et uniforme

C'est un référentiel ou le principe d'inertie est vérifié

Principe de relativité
Les lois de la mécanique sont les mémes dans les référentiels en translation rectiligne et uniforme les uns par
rapport aux autres

Conséquences
— Aucune expérience ne peut montrer 3 un observateur qu’il est en mouvement rectiligne et uniforme par
rapport a un autre
— La force est invariable par changement de référentiel

A | Par I'absurde on applique 2 fois le PFD puis la loi de composition des accélérations ol v¢ = v = 0

2 Référentiels non galiléens

mag(M,t) = F = mag,, (M,t) + ma;(M,t) + mac (M, t)

On définit
— Fie = —mag(M,t), la pseudo-force d'inertie d'entrainement
— Fic = —mac(M,t) = —2mQgr,, NVUR,,(M,t), la pseudo-force d'inertie de Coriolis
mH’(M’ t) — F + F—’ig + FTC: ‘ — Deuxieme loi de Newton dans un référentiel non galiléen
ng

3 Lois de la dynamique en référentiel non galiléen
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éoréme

Th

7

éoréme

Th

éoréme

Th

Propriétés

Loi de la quantité de mouvementpep

T

4 Effets de la rotation propre de la terre

Kilian Rouge

. . — Fie = —mae(M,t), la pseudo-force d'inertie d'entrainement
maRng(M, t)=F+ F;. + Fic - Fic = —-mac(M,t) = —2Qpr,, NVR,, (M), la
pseudo-force d'inertie de Coriolis
Théoréeme du moment cinétique
dLR,,(O',1) — P J— , Par dérivation du moment cinétique
e = M#(0") + Mp=(0') + Mz=(0)
Rng
Théoreme de I'énergie cinétique
1
- gmURng(M7 t)
dFE,
— Pour les forces conservatives : Pz Ring = 7d7tp
On pourra alors faire intervenir |'énergie mécanique
d (Ec,Rng) — P P P Forme infinitésimale : dEm’Rng = 6Wnc,Rng +5Wﬁie,Rng
dt Fang Fie,Rng inRng
Par multiplication du PFD par VR
A
— Pic =0 : la force de Coriolis ne travaille jamais
— |l faut étudier au cas par cas si P;. concerne une force conservative
Cas de forces dérivant d’énergies potentielles
— Cas de R,y en translation rectiligne et uniforme par rapport a R
ac(M,t) = ag(P € Rpg,t) = cste
Ep e =ma - OM + cste — La force dérive bien d’une E,
— Cas de R, en rotation uniforme autour d'un axe fixe par rapport a R
ac(M,t) = ag(P € Rng,t) = —rw?e,
1 - C f s I . N | .
2 92 ette force éjecte vers I'extérieur a cause de la rotation
Epie = —imw r° 4 cste A Signe -
Toujours placer les points en coordonnées positives
Pour des petites oscillations
— Oscillateur harmonique € + D?e=0= Stable; es dérivées sont toues du premier ordre en e
.1
Q — Autre € — —e = 0 : Instableype exponentielle diverge




Définition

Poids

d’un corps

DEF:

Le poids est I'opposé de la force qu'un opérateur doit exercer pour maintenir un objet en équilibre
En ne coisidérait que I'attra_cfion de la terre, md R, (M) = R+ mG (M) — mag(M,t)
Comme P =—R, g(M) = Gp(M) — vecsae(M,t)
/\ Le champ de pesanteur comprend le champ d'accélération de la force d’inertie d'entrainement

Méthode

Exemple

Méthode perturbative

On injecte le résultat a I'ordre n — 1 dans I'expression pour obtenir le résultat a I'ordre n
En commencant par une approximation brutale on détermine le résultat a I'ordre voulu de proche en proche

Phénomeéne de marrées

Kilian Rouge

Les marrées tirent leur origine d'une différence entre la force de gravitation qu’un astre exerce et la force
d’inertie qu'il entraine dans le référentiel géocentrique

Force d'inertie d'entrainement dans R¢ non galiléen : @.(M) = ar,(P) = adr,(T)

PFD a T dans RH : E’RH(T) = ?S(T) .

PFD a M dans Rg : marg(M) =mgr(M)+mgs(M)—mae(M)+ F=mgr(M)+m(gs(M)—
gs(T)+F

o SM ST
On définit le champ de marée comme :Cs(M) = gs(M) — gs(T) = —Gmg <5]\43 _ ;YTS>
On exprime SM en coordonnées cylindriques de la terre : SM = —dges +re,
= g (14 5 eost)) = T seos(0)e - &) = Tsu)
B~ B 7 08 ~ s cos®(f)e; —er) = Cg

S’applique a tous les astres
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Propriétés

Définition

Propriétés

Méthode

PHYSIQUE 11

VEHICULES A ROUES

1 Mouvement de la roue

Roulement sans glissement

t t+dt

DEF: La roue roule sans glisser < awdt = vdt

- 'U’R(i € Roue, t) = 0 Au niveau du point de contact
La vitesse s'annule quand I touche le sol

On a (i € Sol,t) = vp(i € Roue,t) = 0

vdt

Vitesse de glissement

DEF: Uy roue/sol(t) = VR(I € Roue,t) — vg(l € Sol,t)
/\ Le point I est celui du contact entre la roue et le sol
— La vitesse de glissement ne dépend pas du référentiel dans lequel on la calcule
— La vitesse de glissement est dans le plan de contact entre la roue et le sol

Frottements
Glus_segr:e;# ] Non-Glissement
o A0 N
- [l = 1]  Tant que 7] < £ |

— Tant que v, - Ry <0
— f ne dépend pas de |'aire de la surface

— Généralement f < f;

Schéma d’étude des véhicules a roues

— Relation barycentrique concernant I'ensemble du systéme

— Bilan des aCtionSPoids, contact, frottements aérodynamiques, ...

— Enoncé de la condition de roulement sans glissement

— Théoreme de la résultante cinétique a tout le systeme

— Théoréme du moment cinétique aux différentes parties mobiles puis a tout le systéme
— Expression des réactions, de la vitesse de déplacement

— Expression des conditions de roulement sans glissement possibilité de rupture de contact 7

— Théoreme de |'énergie mécanique pour déterminer la puissance motrice

Les frottements permettent au véhicule d'avancer = Prendre I'exemple des starting-blocks
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PHYSIQUE 12

ONDES UNIDIMENSIONNELLES

1 Exemples et mise en équation

Cable coaxial

»- O
— On se place dans I'ARQS et Ada e+ dwt)
— Les conducteurs et isolants sont parfaits I'de ——
— |l existe des effets capacitifs et inductifs
— u et i sont C? o o
= At
Loi des noeuds 8Z'( t) Fau( t) i (x,t) Fa2u( t)
i noeu —(z,t) = -T'—(x —(x,t) = T —(x
oz’ ot dzot ™’ o2’
ou 0i 0%u 0%
Loi des mailles —(x,t) = —A—(x,t) | = (x,t) = —A x,t
837( ) 8t< ) 81‘2( ) 8x8t( )
- Eq uation d’'onde ou de d’Alembert pour une onde unidimensionnelle
2 2
Ou (33 t) = Arai(x t) — ! est homogéne a une vitesse
ox2’ otz VAT

— On aici éliminé ¢ mais on a le méme résultat pour u

Exemple

Déformation transversale d’une corde

— La tension T} est suffisamment importante pour considérer la corde au repos comme horizontale

— L'amplitude du déplacement transversal est faible = « est infiniment petit

— La corde est sans raideur = En z |'action d'un bout sur I'autre se traduit par une force : la tension
T(z,t) =To+T1 (l’, t) avec Tl(.%', t) < 1o

— Ty = (To + Ti(z, 1)) sin(a(x, t)) ~ Tha

dx dz
2 ) . = — 2 O«
PFDy : M0d$Tey = T(l' + dl’,t) - T(l'at)Pas de poids = ﬂOT = TO%(mat)
— tan(a) = = a(x,t) ~ —(x,t
(@) - (a,) = 52 (@1
() 82y _ @ 82y - Equation d'onde ou de d’Alembert pour une onde unidimensionnelle
o Ox2 - TO ot2 — En remplacant dans la projection du PFD sur y
S
w
Slinky
. . 1 1 1
— Raideur équivalente de deux ressorts : P + ™
Q2 — Force de 2 sur M € 1 2
% A — PFD sur le point Ajje fes deux ressorts» de masse nulle
(U]
W
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Exemple

Théoréme

Exemple

Méthode

—

f(xat) = kdz(g(x_‘_dx’t)_g(m’t))e_x,

o .
~ kdxdx%(a@, t)es

Kilian Rouge

Etablir I’équation d’onde

— On se place a I'échelle infinitésimale

1 1 &) ‘ £(z +da,t)
O = &gy, 7 KL= hads ) < | e Sl
f(z,t) = kLa—(x,t)ex L : U

T 1 1
dz
(a4 5o) - of 9%
PFD : podz 9 = f(z+dz,t) — f(x,t) ~ dx%(:r,t) o~ dka@(x,t)
0? m 02 S
75 = — 76 - Eq uation d’'onde ou de d’Alembert pour une onde unidimensionnelle
or? kL2 Ot?
Loi de Hooke
Al .
— & = — est I'allongement relatif
0
— o= i est la contrainte normale
o= Fe — o0 x € dans le cas d'une déformation élastique
— E est le module d'Young, en Pa
ES
— f=—Al+ f=kAl
lo
— ES .
f = —T(l — lO)ueact — Sous forme vectorielle
0
Modeéle cristallin
— K est la raideur équivalente de toutes les chaines
S — llya 9 ressorts sur chacune des % chaines
K = —2]{;0 a ra a
a - S ke=—
lo
E = loiK = £ Loi de Hooke
S a

— On détermine la force exercée par la partie précédente sur celle considérée

— PFD

2 Ondes progressives
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Définition

éoréme

Th

Méthode

Définition

Définition Méthode

Ondes planes

DEF: Onde pour laquelle les surfaces d'ondes sont des plans paralléles
On peut alors écrire y en fonction d'une seule coordonnée cartésienne
Q.‘Moud&dbﬁIembel:t.pour.une-onde.unidimensionnelle_
2 2
9 Yy — ia Y — ¢ est homogéne a une vitesse
ox? % ot?
— Pour g € C? et h € C! la solution est unique
+et
y(z,t): (g(z+ct)+g(z—ct)) +2C fgc o h(z ‘ — g et h sont positions et vitesses initiales
— La solution en z — ct translate sans se déformer dans le sens des x croissants = Onde progressive, »
— La solution en x 4 ct translate sans se déformer dans le sens des x décroissants = Onde régressive 4
— Forme la plus générale : Progressive + Régressive
y(z,t) = f(z —ct) — f(x + ct) — On peut aussi utiliserpoy, es jimites i(t £ —)
(&
Déterminer les grandeurs couplées
9 Le produit est une puissance
- Signal dans le cas généralProgressif—l— Réflexif
— Tension + Intensité Passage en complexe
— Force + Vitesse — Injection du signal dans I'expression des grandeurs couplées
— Vitesse de rotation + Moments
— Pression 4 Débit
X
0 (t — 7) /
f C af(é) — fl(f)ai
% ot ot ot
Impédance
/\ N'est définie que pour les ondes progressives
DEF: L'impédance est le rapport de la grandeur couplée intensive sur la grandeur dont la dérivée temporelle est
une grandeur extensive
— L'origine de la propagation est associée a : Inertieggsistance + Raideurg,pper, les deux parametres
— L'impédance d'une onde régressive est —Z,
Déterminer 7,
— Expression du signal sans reflexion
— Expression des grandeurs couplées
i Cause
— Expressionde 2, = ————
Consequence
Onde plane progressive sinusoidale
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— L’équation d’'onde est linéaire
= On privilégie les solutions sinusoidales qui permettent de reproduire n'importe quel signal
DEF: On appelle onde plane progressive sinusoidalepsrmonique toute onde d’expression

- =fitx E) = Est bien solution

c
— yo est I'amplitude maximalempiitude

y(x, t) = 1o COS <w <t + $> _ 900) — w est la pulsation temporelle de I'onde
C

— (o est le retard de phase a I'originey et ¢

- w (t + E) — o est appelé phase de I'onde
c

- ~ar - Expression intlfinSéqueNe dépend pas des coordonnées
y(Mv t) = Yo COs (Wt -k OM) — En choisissant I'origine des temps on élimine (g

DEF: On appelle relation de dispersion toute relation qui lie la périodicité temporelle,, a la périodicité spatialey,
— Dans le cas d'une propagation libre décrite par I'équation d'onde

A\ Seulement dans le cas d'une propagation libre
— Espace homogene et isotrope
— Sans obstacle

k=

w
C

— Une onde sinusoidale présente une périodicité spatiale et temporelle

Temporelle Spatiale
.. 2w 27
Période T=—ens A=—enm
w k
Pulsation wenrad.s™! k en rad.m™!
1 w 1 k
Fréquence =_—=_—enHz|o===—"-enm!
q ! T 2r A 27
DEF: Au signal y(x,t) = cos(wt — kx — p) on associe
— g(z,t) est appelée représentation complexe du signal
. . — Yo = yoe ¥¥0 est I'amplitude complexe
t—kx— t—k. =
y(z,t) = yoe'WiThrme0) = o eilwi=ha) — y(x,t) = Re(y(z, 1))

- A Uniquement opération ||nea|resd7f’ YA 7{/

Définition

Propriétés

Définition

3 Propagation en milieu limité

Afin de propager une onde purement progressive dans un milieu, il est nécessaire que celui-ci soit :
— llimité
— Fermé sur son impédance caractéristique

Propriétés

Pour exprimer les conditions aux limites il faut s'intéresser aux deux grandeurs couplées qui décrivent la propagation

— La donnée des conditions aux limitesgepyt et bout donne une solution de I'équation d'onde
— Elle est unique en donnant les conditions initiales

Onde stationnaire
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DEF: Une onde stationnaire est une onde telle que la fonction d'onde y(z,t) = f(2)g(t) Fonctions réelles
— Une onde stationnaire ne se Propage passuperposition Regressive + Progressive
1
— On injecte la solution y(z,t) = f(z)g(z) dans I'équation d'onde = g(t) f”(z) = — f(z)g"(?)
C
— En considérant zg # 0 fixé et w? = 702% > OSeule solution non nulle ©N €st ramené a une équation type oscillateur en g
a o
— En partant de |'expression de w? on a la méme chose en f
— En les points d’annulation on prolonge par continuité
— Les solution en ondes stationnaires de |'équation de d'Alembert unidimensionnelle sont :
— Ou encore y(z,t) = (Acos(wt) + Bsin(wt))(C cos(kz) +
y(z,t) = yo cos(wt + @) cos(kx + 1) Dsin(kz))
— Conditions aux limitescas de ia corde vibrante
— y(0,t) = 0 = cos(¢)) = 0 On choisit ¢ = 72
— y(L,t) =0 = sin(kL) =0 = ky = %
— Cette solution est appelée mode propre de vibration de
_ . la corde
A Yn(2,t) = yon sin(knz) cos(wnt + ¢n) — Les modes propres forment une base orthonormée des
solutions
o — De méme -
y(z,t) = Z yon sin(knz) cos(wnt + ¢n) y(z,t) = Z yon sin(knx) (an cos(wnt) + by, sin(wnt))
n=1 ne=1
9 Si une des grandeurs couplées s'annule aux limites = Onde stationnaire
c — On appelle noeuds,entres de vibrations les points ou I'élongation est toujours nullemaximale
RS , . s , n
B Les noeudsentres CONsécutifs sont séparés de >
= ) N 2 ) .
S — Un mode est de rang d'autant plus élevé qu'il contient plus de noeuds
Q
Corde de Melde
Conditions aux limites .
( 0,1) sin(wt) Une solution est de la forme £
) — ylx = = asin(wt)v; . . n
3 Z(w L’ B =0 ibreur y(x,t) = sin(wt) (A cos(kz) + Bsin(kx))
1S ™ = Lyt) =" . . . ' .
g appliquant les conditions aux limites on obtient une solution de I'équation
wj

Souvent pour exprimer les conditions aux limites on applique le PFD a la terminaison ou la jonction

4 Transport d’énergie par onde

Cas du cable coaxial
Sur une portion entre x et x + dx on exprime |'énergie contenue

— 0Fmag = §Adxi2(x,t)
1 1
— 0FE e = if‘dxu2(x +dz,t) ~ ifd:mﬂ(x,t)

1 1
- 5Eem = 5Emag + 6E6lec = §Ad1’22 + §Fd$U2

Exemple
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On exprime la puissance transférée de la droite vers la gauche a = : P(x,t) = u(x,t) x i(x,t)
— Bilan énergétique : d(0Eey,) = P(z,t)dt — P(z + dx, t)dt

0 (1 1 oP .
2 [ ZA42 + “Twu? +—=0 — Equation locale de conservation d'énergie
= ot \2 2 ox
g
£
W
Etablir I'’équation locale de conservation de I'énergie
1. — Exprimer les énergies mises en jeu puis |'énergie totale par unité de longueur/i gique
— Exprimer la puissance transférée de gauche a droitesejon i
— Bilan local d'énergie : }° F' = P(x,t)dt — P(x + dx,t)dt, _ [] Grandeurs couplées
e 2. — A partir des équations aux dérivées partielles coupler multiplier chaque expression par la grandeur
Q couplée puis sommer
N, I\ 1l faut disposer des équations au dérivées partielles
S
" — En moyenne temporelle, une onde stationnaire ne transporte pas d’énergie
Q
+
?g A  On détermine la valeur moyenne de la puissance a partir de I'expression du signal d'une onde stationnaire
<
N
Q.
9 (P) = 5Re(GaGly)

5 Réflexion et transmission

Cable coaxial

Comme Z # Z., une seule onde progressive ne peut se propager le long du cable
On cherche la solution sous la forme de la somme d'une onde progressive et d'une onde régressive
— iz, t) = I (ej(wt—k:v) +£€j(wt+ka})) — /A Méme w pour incident et réfléchie = Signe
B _ (wt—ka) - j(wt k) — A\ Grandeurs couplées non indépendantes r
u(z,t) = Zclo (6 re ) = On exprime u avec Z,
est le coefficient de réflexion en amplitude pour le courant

/\ Changement de signe pour I'amplitude de I'onde régressive

L
% La résolution permet d'exprimer les inconnues I et r
S Le coefficient de réflexion s'annule pour R = Z. = Plus de réflexion
w
A | Si le systeme n’est pas infini ou fermé sur Z. il y a réflexion et transmission
Coefficients de réflexion
S
g — r # 0 dés qu'il ya une discontinuité d'impédance '
£ — r peut &tre négatif = On écrit dans ce cas r = |r| '™
Q<
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Propriétés

Coefficient de réflexion

Pr(x:O)‘ <lez>2 )

—R: = :C 1
‘Pl(l‘:(]) Zl+Z2 Z

~ R+T=1

A\ Ne pas confondre 7; et Ry

Méthode

Etude d’un systéme couplé

/\ Les parties sont considérées indépendamment
— On écrit les signaux pour chaque partiea jaide de r et t
— Expression des grandeurs couplées en injectant les signaux dans |'expression
— Conditions aux limites

Kilian Rouge 186




PHYSIQUE 13

DISPERSION ET ABSORPTION

1 Introduction

Caténaire de TGV
T r +dx

— Cable sans raideur : Hf(x,t)H =To+ Ti(x,t)
— Poids négligé .

— Force de rappel : df = —Kdzy(z,t)e,

dy

— Force de frottement : (qu; = —fdz 9

€y

On applique la 2¢ loi de Newton a un troncon au repos entre x et x + dzx

0%y Ty 0%y oy
_ g _075 K _ e
Ot2 1 o2 (ZL‘,t) dzvy(x,t) /de ot (ZC,t)
K 1 T
— Onpose:—:§22,£:—et—0:c2
Ko Ko T Ko

— Ce n'est pas I'équation de d'Alembert

oy_1oy 2 10y
ox2 2 o2 02y

Tc? Ot
— "We will now Fourier transform the expression" = Chercher les solutions en complexeg, des solutions

(wt—kzx) — yo € R car on choisit |'origine des temps

y(x,t) = yoe’ ‘

0?2 j
w Jw _ 0

— En supposant Y 7 Osolution évidente
— Relation de dispersion

- c2 2 7c?

_ Lt 1.1 . _ K"z j(wt—Fk
— Onpose k =k + Jk" Résolution théoriquement possible - Q(l'a t) = Yo€ xe](w @)

- yoe*k”“ est I'amplitude

_ —k"z / — wt — k’x est la phase
y(x’ t) = Yoe oS (Wt k .7}) Identification : v, = v__“
k' Re(k)

Exemple

DEF: On appelle relation de dispersion une relation liant k£ a w et d'autres paramétres
DEF: La vitesse de phase,,, est la vitesse qu'un observateur doit avoir pour observer une phase constante

w
= - — vy est la vitesse de phase

%~ Re(k)(w)

— Si v, dépend explicitement de w ou de Re(k), on dit qu'il ya dispersion
DEF: Absorption en amplification

1
m est une grandeur caractéristique

_ 5=
— L'intensité de I'onde est proportionnelle a (y?(x,t))

y(x,t) = yoe MET cog(wt — Re(k)z)

Définition
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2 Propagation dans un milieu dispersif

0%y 10% Q2

92 2o T2V

— Equation de propagation de Klein-Gordon

Relation de dispersion

— On recherche la solution sous forme d'une onde progressive : y(z,t) = yo exp (j(wt — kx))
. 1.
= (—jk)’y = g(JW)Zng =Y

Relation de dispersion de Klein Gordon

Vw? — Q2 w we
— w > O : Deux solutions réellespe,x sens de propagation : & = iﬁ = Uy = = ﬁ@,s -
Chaque signal sinusoidal se propage a sa propre vitesse et Im(k) = 0 = Pas d’atténuation
x
2

— Comme y # 0 il vient k2 = d _2
= c

2_0O Bl
— w < 2 : Deux solutions imaginaires pures : k = ijwi = ig = y(z,t) = yoe 0 cos(wt)
c
Onde stationnaire et amortie = Onde évanescente - /A On ne pas définir Uy
o
§ = L'onde se propage < |Re(|k|)| >0
Un seul Signa/ n'a pas d'existence rée//eExtension spatiale et temporelle infinie
= Un signal est représenté par une superposition d'ondes sinusoidales
Propagation de deux ondes de fréquence proche
Aw Ak
yl(ac,t) = 1Yo COS(wlt — klx) w1 = wp — 7 k1= ko — 7 Ak Ok
- A Ak Aw ()
ya(z,t) = yo cos(wat — ko) wo = wp + TW ko = ko + 53 Aw 0w/ ko
— On suppose la relation de dispersiony, — f(.) suffisamment réguliére pour que ky — ko = O(w1 — wo9)
y(l‘,t) = y1(30775)+y2(337t)
w1 + wsa k1 + ko wo — w1 ko — k1
= 2ypcos t— x | cos t— x
. . 2 2 2 2
— Signal résultant :
_ o Aw x P
= 2Zyocos [ — ( &u) cos | w w0
ok ko k(]
On observe :
Une enveloppe (Awt Ak ) translatent a ((%})
— Une env tcos| —t— —ux ) : tran ntavy,=|(—
PP 2 ' 2 9=\ ok )1,
w
— Les sinusoides : cos(wgt — kox) : translatent a v, = k—o
o 0
g
\O
Q
— La vitesse de phase est la vitesse propagation de signal sinusoidaly,;, x,
\;Q Il n'est pas mesurable expérimentalement
2 — La vitesse de groupe représente la vitesse de déplacement du signal réel
o . ~ PP ,
Qg — /\ La vitesse de groupe peut ne pas &tre définie si Im(k) # 0 et dépend de w
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Paquets d’ondes quasi monochromatiques

— On superpose une infinité d’'ondes sinusoidales dont les vecteurs d'ondes suivent une distribution rectan-

gulaire
A=y(x,t)Ak ko+4E
- = y(x,t) = / ’ Yo cos (w(k)t — kx) i—lz
A= [y(k)dk ko= 5
— w(k) =wo + (k — ko) (g:) + o((k — kg)?) - On pose 0k = k — ko
ko

kot O dk
y(x,t) = /k:o—A?k Yo €XP (] (wot + 0k ((%)ko — k:c)) Ak

yo exp (j(wot — kox)) sinc (A;(x - vgt)>

y(z,t) = ypcos(wot — kox) sinc (A;(a: - vgt))

— Passage en complexes :

On observe :
. Ak R Ow
— Enveloppe : sinc | — (2 — vyt) | : translatent 3 vy = | =
2 Ok ) i,
— Les sinusoides :/A\ Aucun sens iCijpfinités

— On définit la largeur Az du paquet d'ondes arbitrairement comme I'intervalle du lobe principal

En considérant I'annulation de I'enveloppe

AxAk ~1 ‘ A
— At= e = AtAw >~ 1o, — vg Ak
Vg
1 n
— Termes supplémentaires du DL : w(k) = wo + (k — ko) (?;I:)ko + Xn: E((Sk)n (le)ko
Ak . (6K)™ (97w
Env(z,t) = / ¢ eIOk(vyt-) ] (Z" " (W)k‘))td((;k)
_Ak

2
vy dépend de ko, ge v = L'enveloppe dépend du temps et se déforme au cours de son déplacement
Il'y a dispersion de groupe

A’Ug ~ % — On peut en déduire que Ax(t) = Axinit + Avgt

o) ot

g

O

Q

S

_§ Raisonner a partir de I'équation d’onde

N

S
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Méthode

Equation de propagation

Relation de dispersion |
k =Re(k)

[Vitesse de phase
wlk) | —

Vyp = &

[Dispersion de la vitesse de phase
ow

Ok

Vg =

T

Ve (w)?ou 1

l

[Absence de dispersion

—

vg(w)?ou r

[Etalement du paquet d’ondes

ropagation de 'enveloppe &
¢ sans déformation
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Démo

Démo

Propriétés

Définition

Définition

PHYSIQUE 14

DIFFUSION DE PARTICULES

1 Description de la diffusion a I'échelle microscopique

— Probabilité de présence a t entre = et x + dz : dP = p(x,t)dz

dt dt
— P($,t + dt) = dP(l',t) <1 - > + dP(fL' - dx,t)ﬂ + dP(:L' + dl’,t)x sans saut & x +dzx ou x — dx et saut

-
0 dz)? 92 Y , , .
9@ _ (dz) op — dx est une longueur caractéristique de I'échelle moléculaire : I,

— DL = =
ot T 0Ox?

8]) B 82]? — EquatiQon de la diffusion
a - Ox2 - D= i ~ lu* est le coefficient de diffusion en m?s~1!

x
— O = — ’t =
n pose u Wisia — p(z,t) = f(u)

— On injecte dans I'équation = f"(u) + 2uf'(u) =0 = f'(u) = Ae™ = f(u) = A/ e Vdv+ B
0

1 —x?
— On peut montrer que p(x,t) = exp | —= | est solution
V2n Dt 4Dt

— Le calcul des espérances ;. 1)a, donne : Az = \/(2?) — (z)* = \/2v2V DT

2 Description de la diffusion a I’échelle macroscopique

Flux de particules

DEF: Le flux de particules est égal au nombre de particules qui traverse la surface orientée S par unité de temps
dans le sens de la normal 7

— C'est donc un débit en particules.s™

I\ Le flux de particules est une grandeur algébrique

1

Vecteur densité de particules

— 62N est le nombre de particules traversant dS en dt

- oy z . 2—1 _1

Iar _ T L= — j(Pt)estle vecteur densité de particules en pt.m .8

0°N = J (P7 t) ndSdt — L'orientation de j renseigne sur le sens effectif de transfert
Sa norme est lié au fluxpgp; de particules

SN2
dg = dt

o= // do = // 3’(f’7 t) - ndS — ¢ est le flux global a travers la surface
S pPeS

— 7(P t) - ndS — d¢ est le débit élémentaire a travers dS
)

Kilian Rouge 191




Définition

Cas d’une surface fermée

DEF: Une surface est fermée si il est nécessaire de la traverse pour arriver de |'autre cété
/\ Par convention la normale est orienté vers |'extérieur de la surface fermée

¢s — # J (P7 t) * NeptdS — ¢ est le flux sortant de la surface
PesS

Exemple

Démo

Théoréme

Méthode

Démo

En supposant la répartition uniforme sur la surface

Surface | Plan Cylindre Spheére

¢ = gz, t)S | j(ryt)2mrh | j(r, t)47r7“2

Opérateur divergence

dz e . — . — . —

- J (Ma t) = ]x(& Y, z, t)ex + jy(xv Y, z, t)ey + ]Z($a Y, z, t)ez
— débs = Y paces 3 - HAS = (Ju(x +dw,y, 2,t) — ju(z,9, 2,1))dydz + ...

0js  Ojy | 04z
dos = | 2=+ =H > dzdydz
=l 0s < or * oy + 0z 4
dy da
— div(?) est |'opérateur différentiel divergente
. 3 y 8 y 8 y C’est un opérateur linéaire de R? > R
diV(j ) = Yz 9y Jz C’est un flux par unité de volume : pt.m—3.s~1

Ox ay 0z — C’est une grandeur locale qui renseigne sur la tendance d'un
champ de vecteur a converger en M

dg, = div(j )dr

Théoréeme de Green-Ostrogradski

b — /// div 7 (M, t)dr = # F(P) - ieaids
MeV PeS

Bilan local de particules

— Exprimer N (t) et sa variation N (¢t + dt) — N(t)

— Exprimer les termes d'échange en définissant le flux ¢(t) de particules
— Exprimer les termes de création et de destruction

— Bilan : "Variation temporelle = Echange + Création"

Bilan de particules a une dimension

- 5N(:L‘, t) = TL(I‘, t)den est la densité de particules

d(6N) = SN (t+dt) — SN (t) = anf; ) gazat
ol

— 0N, = ¢(x, t)dt — ¢(z + dx)dt = —8—dxdt

- 5N - U(:l?, )dedt (z,t) est le nombre de particules créées par unité de temps et de volume
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on 10¢ )—O
ot Sox N

— d(N) = 6N, + 6N, = Sdzdt ( +-2
Or ¢ = Sjz(x,t) Calcul de flux

aa?(x’t) + diV(j)(.’L‘,t) = U(mvt)

— Sio(z,t) =0 le flux se conserve

n Ve
a +div(j) = OEquation locale de conservation de la matiére

Démo

A | Faire intervenir ¢ plutot que 5.5

Régime stationnaire

— On dit qu'on est en régime stationnaire lorsque la densité de particules n(M,t) et le vecteur densité de
courant de particules j (M,t) ne varient pas dans le temps en tout point de M
— Conséquences : d(6N) =0 = A\ Inutile de I'exprimer

— 7(M7 t) est a flux conservatif

div(7)(M,t) =0 (T ;e =(Po) - FodS —
(7)(M,t) A///Mevd (FH(M, 1)d ﬁiesj(m) —7dS =0

Définition

Régime stationnaire = Flux conservatif = Calculs de 7 simplifiés

3 Equation de la diffusion

A | La diffusion est souvent en compétition avec les phénoménes de convectiongien plus importants

A I'équilibre thermodynamique n(M,t) est uniforme et stationnaire
Le systéeme réagit aux disparités locales en transportant les particules pour rétablir I'uniformité

Excitation : grad n
On suppose que cette réponse est ||nea|reExcitation + Réponse par une équation différentielle -

o p -
E Réponse : j (M, t)
Q
Loi empirique de Fick
QEJ — D, le coefficient de diffusion est toujours en m?.s—!
= _ — On suppose la réponse instantanée
-G J(M,t) = —Dgrad n(M,t N SUppos nse
S ( ’ ) ( ' ) — Signe : Loi de modération =,/ 4y rarapiit 1équilibre
O
=
=
gl
s .. I
g Coefficient de diffusion
9]
'
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Remarque

N , . 1
— Par identification avec |'approche statistique : D ~ gu"‘l

A | On définit le nombre de particules dans un trongon [z — I,z + I] comme celle de deux cases — DL

Gaz Parfait 107°m2.s!
of| Soluté dans I'eau liquide | 107?m?s™!

Impureté dans un solide | 1072m?2.s7!

éoréme

Th

Equation de la diffusion cas_unidimensionnel.

on  0jz
@ B DanQ a‘f‘aixazo&'lan
8t 8132 A Jx = *D?ZFick

e

éoréme

Th

Equation de la diffusion

8%n  9%n  9%n .
— An=—+ — 4+ —— le laplacien
ox y 0z
— A\ Valable uniquement en cartésien
an - Equation Iinéaire$uperposition & Fourier
a = DAn — Equatiog invariante par renversement de temps;, éversipilité
mn .
— + le(] ) = 0“S’ilan
A ot
Jj = —Dgrad nric

Unicité de la solution de I'équation de diffusion
En fixant toutes les conditions et aux limites, la solution du probléme de Cauchy est unique
Différentes conditions aux limites
— Dirichlet : n(M,t) fixé en tout point de la frontiére
&6 — Neumann : j (M,t) - 7 fixé en tout point de la frontitre

Frontiére imperméable : j (M, t) - 7 =0

Remarque

Propriétés

D 1
Par analogie avec la loi d'Ohm : ¢1_ 0 = 55 = —D%S = TS(nl —ng) > [0 = E(Vl —Vs)

66| On définit une résistancep g, ¢ -2

ARQS

ConDITION D’ARQS

L2 — L est une longueur caractéristique
T > — T est un temps caractéristique de n1 et no

— Dans I'ARQS la dépendance spatiale de n(x,t) est la méme qu’en régime stationnaire
= An = 0Laplacien
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Etablir I'équation différentielle

— Calcul de flux

()

;_8 — Bilan de particules

g — Combinaison avec la loi de Fick = Equation différentielle
Conservation du flux en régime permanent

()

3 — Caleul du flux

g — Loi de Fick = Equation différentielle = Intégration

A | Ne pas décomposer le Laplacien = Intégrer étape par étape
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PHYSIQUE 19

DIFFUSION THERMIQUE

1 Différents modes de transferts thermiques

— Conduction

— Transfert dans un milieu matériel thermiquement inhomogeéne

— S'effectue de proche en proche au gré des collisionsp agitation thermique différente

— S'effectue dans le sens opposé au gradient de température
— Convection

— Transport d'énergie lié a un transfert de masse observable a I'échelle macroscopique
— Rayonnement

— Transport d'énergie associé a la propagation d'une onde électromagnétique

— Ne nécessite pas de support matériel

Propriétés

2 Bilan d’énergie interne

5%Q = dgypdt

— doyp, le flux thermique a travers dS orientée selon 77 en W
— 62Q le transfert thermique en J

— Jtn est le vecteur densité de courant d'énergiejgebrique

S — —
S dé, = jun(P,t)7dS - Douon = [ r.oias
:E Pes
S
O
Q
Bilan d’énergie unidimensionnel
E Oen(,t) E Oen(x + da, t)
—r> —r>
On considére une tranche matérielle entre x et x 4+ dx E E -
Vo yoatde
S )
— Expression de la variation d'énergie interne ' '
ou
— 0U(t) = u(z,t)Sdxp — d(6U) = thdep
— U (t+dt) = u(x,t + dt)Sdxp __Ou o or
v =on = d(oU) = ¢, T pSdxdt
— Calcul du flux : ¢y (x,t) = // j;:(P, t)ezdS = jinz(z,1)S
PesS
0
— Expression du transfert thermique recu : 0Q = ¢(x,t)dt — ¢(z + dz)dt = — gth dzdtp Garder by,
x
— Expression de |'énergie interne produite : §U. = pyoi(z, t)Sdzdt
@)= 9 4 puala,)

o — Bilan d(6U) = 6Q + W + 6U, PV g\ t) = =g 75 T Peall,
§ Puis remplacer ¢, par sa valeur
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Bilan sur un volume ,dgsformabie. fixe. délimité par une surface fermée

— Expression de la variation d'énergie interne

— 0U(t /// u(M,t)pdr
MeV

— SU(t + dt) w(M,t + dt)pdr
MEV

oT
— d(6U :dt/// pdT:dt/// pey —dr
(@U) Mmev Ot wev' Ot

— Calcul du flux : ¢y, = # ﬁ(P, t) * MerrdS
pPeS
Expression du transfert thermique recu :

6Q = —gypdt = —dt# Jin * TemdS = —dt/// divjun (P, t)d76.0
PeS MeV

— Expression de I'énergie interne produite : 6U, = dt/// Pool (M, t)dT
MeV

aT
— Bilan d(0U) = 6Q + W + 68U, pev g (M) + divjen (M, t) = puoi(, t)

Démo

3 Equation de la diffusion

Loi de Fourier

()
,g — —_— — Analogue a la loi de Fick
S Jih = —Agrad T — X la conductivité thermique en W.m—1 K—1
QO
P
=
Cuivre A=390W.m LK™!
Verre A=08Wm 1.K!

| Eau liquide | A = 0.6W.m-1.K-!

Air A=2x10"2W.m 1K1

Equation de la chaleur

A
— Dip=-——
pCv )
o A une dimension P (a1.0) — iy T
(M t) DthAT(M, t) é une dimension o (M, t) = Dyp, Fre (z,1)
8t - Eq uation Iinéaire: Superposition et Décomposition de Fourier

— Invariante par renversement du tempsppénomene irréversible
— Conditions initiales et aux limites = Solution unique

) oT .

& pey —— (M, t) + divjn (M, t) = pyor (M, t)= 0 aT -
@ ar M) tn(M:1) (3,9 = pev - (M, 1) = Adiv (grad T(M,t)) = AAT(M, )
St & | jor = —rarad (0,8 ¢

Ry

=

N1 |

O

'g Conditions aux limites

o

Q
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Propriétés

Propriétés

Propriétés

Méthode

Propriétés

— Continuité du champ de température
— Continuité du flux thermique
— Milieu 2 isolanty, —, ¢ = Interface adiabatique = E(P, t)  ni52=0

# — Milieu 2 conducteur parfait x, - 100 = T2 uniforme = T1(P,t) = T p sur 1a frontiere

Flux _conducto-convectif a une paroi

Dans le solide, I'énergie est transférée par conduction

Dans le fluide les transports conductifs et convectifs sont couplés

A la frontiére il existe une mince couche de fluide : la couche limite thermiquep gpaisseur 5, OU la température
varie rapidement

Solide

- TF - TS —
— Jth = _AFTexApproché
0 Tr T} Z
ArS j
- M. S .
G = =5 (Tr — Ts) P Hﬁ

Lol PHENOMENOLOGIQUE DE NEWTON

— k est le coefficient d'échange en W.72m. K1
Q Utiliser le cas "Solide plus chaud" pour trouver le signe

Gtn = kS(Ts — Tr)

— On peut alors écrire la continuité du flux a l'interface

Solution dans le cas de I'ARQS

— divj_t;: =0& E est a flux conservatif

A # jt_}:(Pvt)neoctdS =0
PeS

Bilan entropique local

— Calcul de la variation temporelle de I'entropie sur la tranche
— Calcul de I'entropie échangée par la tranche avec son milieu extérieur
— Expression de I'entropie crée par la tranchegjan

Un état d'équilibre thermodynamique est un état stationnaire ol I'entropie créée par unité de temps est nulle dans
le systeme considéré

Notion de résistance thermique
T — T3

Ry = 2
¢th1—>2

Ty —Th
Pkt

Dth1—-2
Jtn = —Agrad T > 1 = —ygrad V — Série : Méme flux

a
— Parallele : Méme différence de température

198
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éoréme

Th

Condition d’ARQS

En régime quasistationnaire, le champ de température garde la méme dépendance vis-a-vis des variables spatiales

qu'en régime quasistationnaire si :

L2
T> —
Dyp

— 7 est le temps d'évolution caractéristique du champ de tem-
pérature
— L est un échelle spatiale caractéristique
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PHYSIQUE 16

RAYONNEMENT THERMIQUE

Loi du rayonnement de Planck
8rhu? 1
5} U(V) = 3 3 — u(v) est la densité spectrale d’'énergie en Jm—3
,g c exp < v ) -1 — L’énergie rayonnée dans [v,v + dv] : dE = u(v)Vdv
S kgT
@ B
~
Loi de Stefan-Boltzmann
— P est la puissance émise par unité de surface par un corps
dE 4 en équilibre thermodynamique
P=—=05T
T — 0 =>5.67x10"8W.m~2.K~! la constante de Stefan Boltz-
mann
— Nombre moyen de photons par unité de volume : dn = u(v) dv
v
O — On en déduit le nombre moyen de photons dans la cavité par intégration
& — On en déduit I'énergie moyenne de chaque photon
@ a 1N
S — L'énergie traversant I'orifice pendant dt est donc dE = EVSCdt<E>i en réalité
<
~
Loi du déplacement de Wien
On change de variable : X\ = < en conservant |'énergie par
— v
AT = 2,898 x 10 3IT1.K A unité de volume entre v et v +dv et A et A +dA
On a donc uy |dv| = uy |dA|
g Photosphére | T' = 5800K = A,,, = 500nm vt
-Q
é | Homme T =37° = A\, = 94umyr
R
I~
" m Bilan radiatif : Premier principe pour établir une relation entre Precyue €t Pomise
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PHYSIQUE 1/

CINEMATIQUE DES FLUIDES

1 Différentes échelles d’études

Echelle microscopique

— Taille des molécules ou atomes

Définition Définition

1
4 _ _ _
— Distance moyenne : gﬂdgn =1l=d~n 3
- 1
— Libre parcours moyen : | = —
P Y V2mna?
Echelle macroscopique
Taille du systeme étudié
Echelle mésoscopique
—lgdg L
N N
Masse m = Zmz (M.t mem
i=1 Vitesse U (M,t) = PrUMLD) _ i
m m

DEF: Le volume mésoscopique est appelé particule de fluide et garde une masse constante
— Approximation des milieux continus : Possibilité de définir une échelle mésoscopique
Le milieu est alors qualifié de continu

Définition

2 Champ de vitesse dans un fluide en écoulement

Définition

Description eulerienne

— Toutes les grandeurs physiques sont données en un point fixe de I'espace
— On s'intéresse alors a la succession de particules coincidentes en un point aux différents instants
— Le champ de vitesse eulerien est noté v ( r, t)Les coordonnées et t sont indépendantes

Lignes et tubes de courant

DEF: Les lignes de champ sont les lignes du champ de vitesse eulérien
Elles sont tangentes au vecteur vitesse local en chaque point a un instant ¢
— Mathémématiquement on a donc dl A T(7,t) = 0
A\ Trajectoires des particules de fluides # Lignes de courantsauf si écoulement indépendant de ¢
— Deux lignes de courant ne peuvent se croiser qu’en un point ou la vitesse est nulle : point d’arrét
&6 H‘ — Les lignes de courant ne sont par invariantes par changement de référentiel

DEF: Les tubes de courant sont I'ensemble des lignes de courant s’appuyant sur un contour fermé

Définition

201

Kilian Rouge



Dérivée particulaire
. 07 ov ov ov ]
— dv = —dt+ —d —dy + —d
VE T o Tt g, Wt g
dv _ 0v éﬁ’dﬁ 87}’% 6?}’% 70

- — = — 4+ — _— —_— sl T(r, t + ot
dt ot Oz dt 9y dt 9z dt - el
dv 87}'+86’ +86’ +87}' . < Tt
— — = — 4+ — U+ —vy + —v
g dt oo ox * oy Y 0z
O
Q
Formule de la dérivation particulaire
ov U
— —— est I'accélération locale
ov — ot .
E(M, t) = — 4+ (U - grad )Tf — (U - grad )U est I'accélération convectivegpioration du champ
ot — On note D—v
Dt
L . 0T  —— [0 —
S — On peut transformer en @ (7,t) = v + grad 5 + (rotvU A7)
o
S
2 — L'accélération convective est un terme non linéaire valable en tout systéme de coordonnées
=
Dans I'écriture de (U - grad ) U toujours garder les vecteurs unitaires pour ne pas se tromper
A
3 Conservation de la masse
Débit de masse
_ - L= — OU Jm(M,t) = u(M,t)T(M,t)Sdt
Dm o //PES J m(P’ t) ndS est le vecteur densité de courant de masse en kg.m~2.s~1
[72)
3
?QtJ d%2m = u(M,t)T(M,t) - 7QdtdS Masse traversant la surface : ux Volume
<
e
Q
Débit de volume
0 . . . _
= Dy = // v (P,t) - mdS d?V = F(M,t) - dSpdt
2 Pes a
(<
e
Q.

A | Aucune relation entre débit de volume et de masse sauf si p uniforme sur la surfacep,, — .p,,

Conservation de la masse : cas unidimensionnel

On considére une tranche matérielle entre = et z + dx

Démo

T aerdac=
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Démo

— Expression de la variation de masse
— dm(z,t) = p(z,t)Sdz
— om(x,t+dt) = p(x,t + dt)Sdx

Calcul de la masse échangée : dme = Dy, (2, t)dt — Dy (z + da, t)dt =

— d(dm) = d;zcdltSa—'u

8D ot
dxdt

Calcul du débit de masse D,,, = // Jm(@,t) - &dS = jm(x,t)S

PesS
Op | 10Dy,
Bilan d(dm) = dme ot T3 S or
Puis remplacer D,,, par sa valeur

Théoréme

Equation de conservation de la masse

0,
Ay . - Oua—/:eriv(,qu):O
— +divj, =0
8t Jm — Cas unidimensionnel : op + % =0
ot | oz

D'u div(p) = pdiv(V) + ¥ - grad £ yamo : (uo) = /v + uo’

+ pdive =0 o on . —— o
Dt A | Dot EJF(U ~grad )+ pdivd =0

m=pV m= @V

dp dV 1Dp dv 1dV
—_ = ———dt —=divy = —=—
O——(> %= v T =g

La divergence du champ de vitesse est égale au taux de variation du volume d'une particule mesurée par un ob-
servateur a bord de la particule

Propriétés

Ecoulement stationnaire

DEF: Un écoulement est stationnaire si tous les champs,, p , r sont indépendants du temps

881: =0=div(uv) =0
— Dy, = Jm(P,t) - dS =0 = Il ya conservation du débit de masse

PesS

— /\ Le caractére stationnaire dépend du référentiel choisit Sillage d’un bateau

Propriétés

Ecoulement incompressible

DEF: Toute particule de fluide garde un volume invariable au cours de son mouvement
— =0=div(v) =0
— Dans un écoulement incompressible il ya conservation du débit volumique

" — D
A /// div?fdfz# T * NextdS =0 et divy = 0 car—u:O
N s Dt

— /\ Ecoulement incompressible # Fluide incompressible
Mais Fluide incompressible = Ecoulement incompressible

— Le caractére incompressible ne dépend pas du référentiel

— Condition pour considérer un fluide comme incompressible

2 — U est la vitesse d'écoulement
2 <1 — cest la vitesse de propagation des ondes sonors dans le fluide
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A | Une surface fermée limite un volume d'un fluide et non un volume de mélange

A er, €g, €, sont indépendants du temps en description eulerienne
- - - - - r -
4 Conditions aux limites cinématiques
Paroi fixe
8]
+2 —_— —_—
?“g — Jm(P € Paroi,t) - dSyr = 0 en tout point de la paroi
) — On aalors aussi 7(P,t) - 1 =0
Q.
Paroi mobile ou déformable
9 — (U(P,t) — Uparoi) - T =0= T(P,t) - W = Uparoi ~ 1
-2
?q:J A | En se placant dans le référentiel lié a la paroi
i<}
N
Q.
‘8| Fluides non miscibles
NUJ
5
S — T1(Pt) - Mo = Ua(Pt) - T2 = Uinterface(Pyt) = 12
Q.
%) -
‘0| Loin d’un obstacle
NY)
5
9 — Un obstacle de taille L ne perturbe I'écoulement que sur une distance finiex, 1,
Q.
5 Ecoulement tourbillonnaire
Ecoulement tourbillonnaire
. — — C est la circulation du champ de vitesse le long de "4 g
dC =7 (M 5 t) - dl — On cumule les vitesses tangentielles parcourues
—_— . On considére un contour élémentaire autour duquel on cal-
dC = (I‘Ot’l)) - ndS A cule la circulation
0
rot v %T A o
—_— — — rotv =| — vy
rotv =V A %y v
8 z
9z
/\ N'utiliser qu’en coordonnées cartésiennes
— L’écoulement est alors de cisaillement = Caractere tourbillonnaire
— (3 est la vitesse de rotation
- 1 | P
9 Q= —rotv g
=
<!
N L L
Q.
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— W est appelé vorticité
T = IT(SEU - W comme () traduisent la tendance de I'écoulement a
tourner

— Tot7 est a flux conservatif

N R — D'o 10t T) * MegidS =0

& — div(rot7) =0 Jh et e

'g a —  Par GreenOstrogradski /// div(rot7)dr = 0,VV

Vv
e
Q.
Théoreme de Strokes
Pour toute surface s'appuyant sur un méme contour I’
() T — — 37
rotv) - ndS = v(M,t) - dl

g >

S Pes Mer

S

S

=

Ecoulement tourbillonnaire et incompressible

\:Q —

2 — Un plan de symétrie est un plan laissant € inchangé = ¥ est L a ce plan

[} o - = ’ —

o — Un plan d’antisymétrie transforme {2 en son opposé = v est contenu dans ce plan

Q

— Symétries des sources d'écoulement = Plans contenant la vitesse
Q — Invariance des sources d'écoulement =- Variables dont ne dépend pas la vitesse
Etude d’'un écoulement tourbillonnaire
— Analyse des symétries et des invariances pour simplifier |'expression de v
— Détermination de la circulation du champ de vitesse le long d'un contour choisi s'appuyant sur les lignes
de courant

k! — Détermination du flux du vecteur tourbillon en choisissant une surfaces appuyant sur le contour

kS = La normale 3 la surface 77 est alors fixée

0 — Application du théoréme de Stokes

S

Ecoulement irrotationnel
DEF: Un écoulement est irrotationnel < VM, rotv (M,t) = 0
— ¢ est appelée potentiel des vitesses en m?.s~1
— W est alors orienté dans le sens des ¢ croissants
T = grad ¢ — ¢ est défini a une fonction du temps prés
A | Défini car ot ¥ = 0

" — Le caractere irrotationnel dépend du référentiel

QO

+3 > ~

2 66 | Ecoulement incompressible, stationnaire et irrotationnel = Ecoulement de viscosité négligeable

<}

N

Q.
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Méthode

Etude d’un écoulement irrotationnel

Analyse des symétries et invariances pour simplifier |'expression de U

7 = grad ¢(M -
- v =gad o(M) = div(grad ¢p(M)) =0< Ap =0

divo (M) =0
— Détermination des conditions aux limites
— Résolution
— Combinaison de solutions de I'équation connues ¢ gectromagnétisme
— On pose une forme de solution adequateCf Découplement des variables - Parité - Périodicité
— Détermination des variables d'intégration avec les conditions aux limites
Au dénominateur du gradient il y a les déplacements élémentairesq, — ;g — rsin(6)do
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PHYSIQUE 18

ACTIONS MECANIQUES SUR LES FLUIDES

1 Catalogue

Définition

Actions a distance - Forces volumiques

DEF: Les actions a distance agissent identiquement sur tous les constituants = « V'

Exemple

dF(M,t) = (M, t)dr < aiume Gimantaes de s particue
Force Expression
Attraction gravitationnelle 7(M, t) = pu(M )Q(M)
Poids F(M,t) = u(M, )G (M,1t)
Inertie d'entrainement f(M, t) = —pu(M,t)a.(M,t)
Inertie de Coriolis ?(M, t) = —2u(M, t)QR//R A Ugs
Electromagnétique FM,t) = ( (M, t) + T(M,t) A B(M, t))

Définition

Actions de contact - Forces surfaciques

DEF: Interactions se manifestant 3 la surface de deux particules = o dSs, face de contact

— T est appelée contrainte normale

d—}ﬁemt%int(My t) _ 7:” (]\47 t) + ?t(Ma t))dSn — T est appelée contrainte tangentielle

Définition

Forces de pression

— dfp est orthogonale a la surface, orientée vers |'extérieur
— p(M,t) s'exprime en Pa=N.m™2

dF, = T, (M,1)dS = —p(M, t)7dS

— . — F'p, est la résultante des forces de pression
P p(M, t) nds - Fp = 7# p(M,t) T extdS pour une surface fermée
MeS Mes

— Dans le cas d'une pression uniforme s'exercant sur une surface fermée, I, = 0

e _e—,;# POTentdS = /// div(poes)dr = —/// 904, — g
S Mev Mev Oz

Bilan des pressions qui s'exercent sur un cube de fluide

dF,(M,t) = —grad p(M,t)dr 5| Fp = e AFs
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Définition

P

éoréme

Th

EQUIVALENT VOLUMIQUE DES FORCES DE PRESSION

Propriétés

Démo

_ i , » _
. p Car la résultante précédente est proportionnelle au volume
fp(M,t) = - = —grad p(M,t) A
T
Loi de Newton
Dans un écoulement de cisaillement v (M, t) = v, (y,t)u, d'un fluide newtonien
., 8’1& . — (ﬁ‘.t est la force de viscosité de cisaillement
dFt(y, t) =1n dSum A\ Cisaillement : Couche supérieure — Couche inférieure
ay — n est la viscosité dynamique en Plpiseyilie
— Le cisaillement est orthogonal a sa vitesse
Air n=1,8x1075P1
Eau n=1,0x1073P1
Huile d'olive extra vierge | n = 0,1P1
Glycérol n = 1.5P1
Miel n = 10P1
Forces de cisaillement
— La viscosité d'un fluide newtonien est une constante s c, pest pas le cas de tous les fluides
— (ﬁ‘} est la résultante des forces de viscosité de cisaillement
dans un écoulement incompressible d'un fluide newtonien
t — v ) ilan des forces de cisaillements sur un cube
dF; =nAv (M, t)dr Bilan des forces d I b
A dFy = Efaces sz
EQUIVALENT VOLUMIQUE DES FORCES DE CISAILLEMENT
Tm'sc(Ma t) — nA{)'(M7 t) - ?Uisc est I'équivalent volumique des forces de cisaillement
H‘ L’hypothese de I'écoulement incompressible est nécessaire pour exprimer la force tangentielle
6
Equation du mouvement
Op 0%v,
— pdraz(z,y,z,t) = —5-dr + n—5—5dr
ox oy
. . N v v 0%v
— On utilise la dérivée particulaire : pdr <8tx + vy 8; = HW;dTpression ne dépend pas de
— pa = puz(y,t) est la quantité de mouvement par unité de
2 Lo —
apm(% t) _ o D vokln%e en prOJ.ectlo.n ,sur cix .
ot 8y2 - v= u est la viscosité cinématique
— Analogie avec les phénomenes diffusifs
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Démo Démo

éoréme

Th

Propriétés

Définition

— La vorticité vérifie la méme équation aux dérivées partielles
oG 0*@ que pe

IR L vz (y,t) _,
ot VayQ A w:rotv(M,t):nyez

— La viscosité de cisaillement engendre un transport diffusif de la quantité de mouvement dans la direction
transverse a |'écoulement

2 Equation de Navier Stokes

— On applique le PFD a une particule de fluide dans le cas d’un écoulement incompressible

DV (M,t — —
(u(M, t)dT)U(Dt’) = —grad p(M, t)dr + nAT (M, t)dT + fya(M,t)dr

Equation de Navier Stokes

—  f ol est la densité volumique des autres forces

o . N . N (;7)»()”:“;; - -
ngp TH( - grad )T = fuo — grad p +nAY M(aﬂrgrad 2+(5€%'A7")> = —grad p+ F oo +1AT

— Une particule contribue au déplacement de quantité de mouvement par un transport convectif

Nombre de Reynolds
On cherche a évaluer I'importance relative de la convection et de la diffusion dans le transport de p,

— U est une vitesse caractéristique
— L est une longueur caractéristique
PR S
7 Convection  pUL UL L Pedifs Ay L
= ; ; = = py = WUgVg ~ LT 2
“ Diffusion n v Tpa = 0o ba ™
Se retrouve avec des ordres de grandeur sur I'équi
valent
— Y. < 1 : La diffusion visqueuse joue un rdle prépondérant
— Y. > 1 : Le transport convectif joue un role prépondérant
O(r}tLraar@form?]%avier Stokes sous forme adimensionnée
12 v 1% - = — Lp =
— 4+ v -grad ) - 0 = —grad — +AD
Al Ty o p (9 - grad ) grad
% Convection HN( v - grad ) v H — A détermine I'ordre de grandeur relatif des termes de dif-
= : . ~ — fusion et de convection
© " Dif fusion InAT|

Couche limite

DEF: La couche limite est la région de I'écoulement au voisinage d’'une
paroi ou la viscosité de cisaillement a une influence notable sur \

|'"écoulement

Couche limite

L
La couche limite se développe a t — i

Or §(t) = Vit
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L — U est une vitesse caractéristique
)= ——— — 6 est I'épaisseur de la couche limite
Vv %e — L est la taille caractéristique de I'objet
S — H. < 1= 0 > L : La couche limite s'étend a tout I'écoulement
E’ — X > 1= § < L : La vorticité est confinée a la surface de I'obstacle
& La couche limite joue le réle de zone d'adaptation ot v : 0 — U
Q
Ecoulement parfait
DEF: Un écoulement est parfait si tous les phénomeénes diffusifsgy . viscosite SONt négligeables
8 — On néglige alors les transferts thermiq UE€SOn néglige aussi I'irréversibilité = Caractére isentropique
:E — Le modeéle de I'écoulement parfait correspond a %, — +0o0
= Si un écoulement est irrotationnel a un instant initial, il le resterayyticité que générée dans les couches visqueuses
Q
3 Conditions aux limites
3.1 Conditions aux limites cinématiques
Paroi fixe
_ . — Imperméabilité : 7(M € P,t) - 7 =0 .
U (M € Paroi,t) = 0 A — Fluide réel = Adhérence : T(M € P,t) - 3 =0
b
?":J Si I'écoulement est parfait, le fluide glisse sur la paroi = U7 = 0 seulement
S A
e
Q.
Paroi_ mobile
On se place dans le référentiel lié a la paroi
[72)
= . L .
'L — Imperméabilité : vy, (M € Par,t) - 7 = Vper(M € Par,t) - 10
§ — Fluide réel = Adhérence : ¥ f;,(M € Par,t) = U pa,(M € Par,t)
Q.
Interface de deux fluides non miscibles
b
2 — Imperméabilité : vi(M € Inter,t) - m = va(M € Inter,t) - 1
§ — Fluides réels = Adhérence : vi(M € Inter,t) = va(M € Inter,t)
Q.
3.2 Conditions aux limites dynamiques
Interface de deux fluides non miscibles
— On considere un volume dr = 7re4r2hRayon er - Hauteur h
— PFD : dmd =dF; +dF -
D'ot umetr?ha@(M,t) = 7Te4r2h_fwl(M, t)+ W£2T2 fs(M,t) )
— On prend € — 0 on décompose f; selon 7 et ¢ Fluide 1 me .
g pl(Ma t) = pQ(M, t) Contrainte normale ms};;[n
O — Fluide 2
Q PEYA I/ S W 4 I/ SRVA . .
l 1(VL, ) — 12 4VL, U) Contrainte tangentielle
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Démo

81}21

— Sim < n2:ine ~0
dy

Oviy . Ovay
m 78@/

2 ay A | Pour normal Uz, tangentiel

On ne tient pas compte ici de la tension superficielle
A = Discontinuité des pressions liées a la courbure de |'interface

4 Ecoulements autour d’objets

Forces de trainée et de portance

DEF: La force de trainée est orientée dans le sens opposé a la vitesse de déplacement

F= —%Cx (%e)uSVV — = Cz(Ze) le coefficient de trainée

X, < 1 = DEPENDANCE LINEAIRE
— o est une constante numérique
— Loi de Stokes

F:fomLV O

Re
103 < %, < 10° = INDEPENDANCE

— (' est indépendant du nombre de Reynoldsx; o, 4 pour 12 sphere

— 1 —
F=—— IMSVV S est le mafitre couples, face au vent
2 — La force de trainée varie ici comme le carré de la vitesse

DEF: La force de portance est orientée dans la direction orthogonale a la vitesse de déplacement

c, A

Chute de trainée

Propriétés

Différents écoulements

— Ecoulement laminaire : Les couches de fluides glissent les unes sur les autres
Les lignes de courant restent bien identifiées

— Ecoulement turbulent : Mélange important des couches de fluide et apparition de tourbillons
La vitesse en un point fluctue de maniére aléatoire

. gouverne la transition du laminaireg, ~ 4. au turbulenty, < 7.,

Propriétés
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— %, détermine l'importance de la diffusion par rapport a la convection
66 — %, détermine le passage du laminaire au turbulent
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PHYSIQUE 19

TENSION SUPERFICIELLE

— La tension superficielle a I'interface de fluides résulte de I'anisotropie des forces d'interaction mutuelle entre
molécules résultant de la présence de l'interface

— T est unitaire et tangent a I'interface et orthogonal a la ligne

— — de contact

Fl%Z = 'YIQL t — ~12 est le coefficient de tension superficielle de |'interface
Y p
Il est positif et ne dépend que de la nature des fluides

‘ 6W est le travail a fournir pour accroitre I'interface de dS

oW = ’ngdS

— La tension superficielle provient de la réticence des molécules a étre a la surface
— La présence de molécules tensioactives a I'interface eau/vapeur diminue la tension superficielle
— En I'absence de gravité un volume de liquide adopte une configuration sphérique par laquelle il minimise son

aire et donc I'énergie de surface

Définition

Octane | yry = 0.022N.m~!

Eau YLV = 0.072N.m~!
2 4

Mercure | vy = 0.49N.m~*

7

éoréme

Th

7

éoréme

Loi de Laplace

La pression a l'intérieur du volume est supérieure a celle a |'extérieur

2y
R

— A\ Pour une bulle de savon il y a deux interfaces

— Pour une sphére pint — pext =

1 1
Pint — Pext = 7Y <R1 + Rg)

- Ftension = _VQﬂRe_z'

- —DPo MextdS = 0
Disque-ﬁ—%sphére

a = . _. .
= Fpression = // _pO(ezdS = - // poe-dS = _pOﬂ'RQQZ
%sphére Disque

Loi de Jurin

B
Lorsque le liquide monte, I'interface solide/vapeur est remplacée par une interface solide \%
f

liquide sur une hauteur z

1
E(z) = ABEpp + AEps = 57”“2#922 +2mrz(vsL — vsv)

dE
On obtient un minimum d’énergie pour - = 0 correspondant a une valeur de h
z

Th
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Théoréme

2(ysv — ¥sL
hjzu hy >0 ysv >vsL
ugr
Loi de Young-Dupré
2
a Pp+ =PA =Po et pa + ugza = pg- + pgzg-= pg- = po — ugh= pp+ —pp- = pgh = %
2Ly cos 6 ! '
hy=———— ’
ngr . -
N mem\\\\\
Q Identification dans la loi de Jurin
cost = —
% YLV VSV —YSL
3
<
~
La relation de Young-Dupré donne l'angle de = sy —sel <v Mo_mllage partiel
contact @ d'une goutte déposée — YLV S Ysv — YSL - Momllage tOtalPIus d’interface solide-vapeur
¢ e — YLv = Ysv — Ysr : Mouillage nulpjus d'interface solide-liquide
Longueur capillaire
1 ) 2Ly 2ypv sinf
— On compare Apgravite = pgh = §ugr sin 0 et Apcapitiaire = R "
— Si les effets de la gravité sont négligeables devant les effets
de la capillarité
_ = /v
V. g
— I est la longueur capillaire
r <l
S ‘ Eau | 3mm
= 2 4
=
S
O
Q
Méthode d’arrachement
— 0Wop = Fdz = ysvPpérimetredz — ysLpdz= F = yLypcost
— A l'arrachement F' —— yryp
0—0
Q2
<%
g
%
L
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PHYSIQUE 20

DYNAMIQUE DES FLUIDES

1 Ecoulement de fluides réels

Equation de Navier Stokes
Pour un écoulement incompressible d'un fluide newtonien

—  f ol est la densité volumique des autres forces
— On a aussi

ov — - v — = l—
plgp t(F erad )7 ) = Foor — grad p+ nAT —, + (T - grad )T = frn — —grad p+vAT
t ot Y
— Cette équation est locale non linéaire et sa résolution est complexeoy impossible
= Résolution approchéeorgres de grandeurs

Théoréme

Ecoulements paralléles

DEF: Champ de vitesse unidirectionnel variant seulement dans le plan transverse a I'écoulement

= L'accélération convective (U - grad )¥ = 0

. UL
— Le nombre de Reynolds ne peut alors étre défini que comme %, = bt

— |l permet de caractériser le caractére turbulent ou laminaire de I'écoulement

Définition

Ecoulement de Couettg Plan

. ) o0v —
— Stationnaire = — =0

ot
o — — _ v,
— Projection de NS : 0 = —grad p+ puyg +77W€x
Yy

0 y
— Champ de pressiong, : 0 = —8—]) — ug 4
Y

P(y = 0) = Psoal= P = Psol — 1YY
ap azvx M h

%—i_n@gﬂ

— Champ de vitessep, : 0 = —

= vp(y) = o

c

vr(y =h) =
= T = Tye
- h ov U
— deluide—mlaque =N < x) (y = h)dse_:; = _nﬁdse_l:

Ffluz'de—>plaque = —UEUG_; = _UEU
/\ Fluide en dessous et plaque au dessus = &

Exemple
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Ecoulement de Poiseuille
— Incompressiblegivi — o et stationnaire = v (M, t) = v(r)e,

0 orad — 1
NS se réduit a 0 :_gradp‘FnAT)):—gradp—i-na( c%)e_x,

r—mF
ror \' Or '
—. Op —
g :—=20 "
or —
- _. Op —
— Projection : eg:— =0
00 =
. Op L 0 < 81})
€r:——+——|r=— ) =
T 0x ror\ or )
— Champ de vitesse
ov 1 op
r—=_——
— Champ de pression or  2nox 5
v .
@:ﬂﬁ (7«8”) - K Or pour r — 0, ’ reste finie = A =0
dr ror \ Or or
= Intégration : p(x) = pe + (ps — )E ()_r28p+
g - p Pe Ds — Pe I r)= in 0z
R? Op
vir=R)=0=B=——
( ) 4n Ox
— De — Ds 2 2
— v(M,t R —r9)e
(1) = PP (R )
7TR4 v dépends de r = Débit élémentaire a travers dS
% v = m(pe - ps) A dDyo; = U(r) - ez2mdr — Intégration
5
0
Résistance hydraulique
8nL
fun =R -
" Pe — Ps
8 o_>_| '—o
-“é A AV = Ri Dy
N
Q.
Nombre de Reynolds de I'écoulement de Poiseuille
R D
— On définit une vitesse moyenne 7 = — 2rrv(r)dr = —
Y 7TR2/0 (r) mR?
0 — 2
\ .. 'U2R R -
RS — On I'utilise pour définir le nombre de Reynolds : %, = =L (pzeL Ps)
S n n
5‘ L'écoulement reste laminaire tant que Ze < ZeCs.c = 2040
Q
Le profil de vitesse parabolique ne s'établit pas dés I'entrée du tube
66 De maniere empirique [ ~ RT;l est la longueur d’entrée
L'hypothese Newtonien ;) — 5 et incompressible o,
Q . Sens de propagation
Ecoulement de cisaillement induit par les oscillations d’une plaque
&’ — Symétrie et invariances : U (M, t) = z(x;y, %, t)ez
Q ov — _ -
£ — NS: pu— = —grad p+ pug +nA7
X ot
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Exemple

Théoréme

Exemple

Exemple

Hot Ox 0y?
— Projection : ey : @ — g =
Ay
e g
. =
0z ]
— Champ de pression — Champ de vitesse 5 5
9 o ., . Ov v
(% =0 = p(M, t) = p(gl;7 y,t) La premiére se réécrit a = V@Diffusion
ap t) = iwt
= = —pg = p(x,y,t) = pgy + A(z,t) uly, ) = vof (y)e™” =
dy = CL pour I'expression de f puis v
CL: A(z,t) = po = p=po — gy Epaisseur caractéristique : |'épaisseur de peau

2 Equation d’Euler

Equation d’Euler

On étudie le mouvement de fluides parfaits
_ DY(M,t)

A Equation du mouvement d'une particule de fluide : p(M, t)dr = = —grad p(M,t)dr + ?wl(M7 t)dr
ov N —_— s Valable que I'écoulement soit incompressible ou non
M<+(U 'grad)v :_gradp+fvol
ot

Jet rectiligne

0 — 0 -
vU(M,t) = v(x,t)ez — Euler en projection = (’Tp = fuol " €y et 8—p = fvol " €z
y z

a

— On retrouve les équations de la statique des fluides = Distribution de pression hydrostatique
— La pression est uniforme dans une section d'un jet soumis aux seules forces de pression

Cas de courbure des lignes de courant

2
- vi(r,t) .
— Accélération convective : (U - grad )U = — ( )er
T
v(r,t)  Op

— Projection de I'équation d'Euler sur e, : p———= =
r
La pression est croissante du rayon, elle augmente du centre de courbure vers la périphérie

3 Statique des fluides

Théoréme

Equation fondamentale de la statique des fluides

0 = —grad p+ fvol i Equations de NSgge ou d'Eulerp,,mir
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Relation de Bernoulli

Ecoulement parfait et stationnaire, incompressible et de masse volumique uniforme
2 2
v —_— . 1 — . _— v —_— _ —
A grad | — | + (rot¥) A ¥ = ——grad p+ ¢ = grad B—i———i—gz + (rotv) A Y =0
2 o " 2

— Cas d'un écoulement irrotationnel ;- _ 5
Cas d'un écoulement tourbillonnaire

Q Penser a faire circuler I'équation d'Euler d’un point de départ a un point d'arrivée

On considére une ligne de courant joignant A et B

A dl- grad (% + UEQ + gz) +di - ((ﬂ?}’) A U)o car colinéaires= 0 puis intégration

p 02
—+—+gz:cste A —gzsiz]
I 2

Propriétés

A | Toujours s'assurer des conditions d'application du théoreme de Bernoulli

On écrit les termes sous la forme de gradients ou a défaut faire circuler I'équation d'Euler sur une ligne de courant

Effet Venturi

_PA VA _PB
2 7 2

— Incompressible = Conservation du débit volumique : spv4 = spvp
L 2
3 . . 1 S
% — Comparaison des pressions : pg = pa + §,uv124 — —2‘4
O S
Lﬁ

Formule de Toricelli
— L'écoulement n'est pas stationnaire = Comparer convection et terme local
. s . dh
— Conservation du débit volumique : sjqv4 = spvg et v4 = T
T+ ho 1 s a -
— Ordre de grandeur ~ % = . = 2B o Accélération locale négligeable
v grad U H Vo T Y sA
ho

° — Théoréme de Bernoulli le long d'une ligne de courantpas partout car tourbillonnaire
a s dh
g vp = \/2gh et vy = —B\/2gh:——
g SA dt
W

Kilian Rouge 218



PHYSIQUE 21

ONDES ACOUSTIQUES

1 Mise en équations

<
.9
s — La propagation d'une onde sonore est la propagation dans le fluide d'une surpression
s — Ap = Mouvement = Ay = Ap
Q
Approximation acoustique
On étudie les petites variations autour d'un état de repos
Repos = | Légere surpression
TM,t)=0 | = | T(M,t)=0 +01(M,¢t)
p(M,t) =po | = | p(M,t) = po+p1(M,t)
Bl | wMt) =po | = | p(M,t) = po+ pa(M, 1)
p
S T(M,t) =Ty | = | T(M,t) =Ty + T1(M,1)
Q
Approche Bilan
On note {(x,t) le déplacement par rapport au repos
— Conservation de la masse poSdz = (po + p1(z,t))S(x + do + &(x + dz, t) — (z + &(2, 1))
23
t) = —po——(x,t
/fl(x’ ) :U’Oam(xv )
— Equation d'évolution thermodynamique
0 0
— On linéarise 3 S = este : p(po + p1) = p(po) + p1 <M> & po + 1 = pio +p1 (“)
Ip So,po dp So,Po
— m=uV = cste:>d—’u+d—v 0= —_18‘/_1(8/‘) o =
BV = 1 % XS = V op = ) s M1 = HoXSP1
1Etem Equation du mouvement
0 [
— oSda (af + (7 grad )E(x, t)) — (pla,t) - pla + da,1))S
9% dp dp1 825 O
— ppSdex—= = —Sde— = —-Sdz— = p =
HO=E o o 200 "o T " ox ) -
. , 1 1
IEtem Equation de propagation : uyg § = —— <,u1) = — 98 _ g
o2 0z \poxs poxs Or  xs Ox
82§ . 1 82€ e 1 _\/Xsl_\/Raideur
o ox2 2 or? Cvmoxs Vom0 Inertie
5
Q
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Approche dynamique des fluides

Equation Expression = | Linéarisation
ov . — — Juy —
Equation d'Euler I <8: + (v - grad )v) =—grad p | = MO% = —grad p;
C — J o
Conservation de la matiére a—’? +div(pv) =0 = % + podiv(v) =0
Evolution thermodynamique | P = P(it,S)ou T = | = poxsp1
ovl —
HOW = —grad p;
— Equations couplées 5
P1 .
XS = —div(v7)
0%v1 0 ,— I .
— Equation de propagation : ’MOW? = —a(grad p1) = ggrad (div(v7))
— ey 0P 1 e | .
Or rot(rot¥) = grad (div(7)) — A7 d'oli pg—,5 = —rot(rot(v1)) + —Avq
o Xs Xs

drotoy
Or
Ho ot

= rot indépendant du temps or le champ de vitesse dépend forcément du temps = roto; = 0

= —rot(grad p1) = 0

A ‘

— Equation d’onde a trois dimensions

N 1 8217f 1 \/XS1 \/Raideur
v = —=—- — Cc= = —_— = -
L™ 2 o2 VHOXS 110 Inertie

Q — Idem pour p1 et p1
g
O
Q
L'expérience montre que c'est bien le modéle adiabatique et réversible a retenir
6 B ’YRTO a Loi de Laplace
CcC =
V M
— A un facteur prés c'est la vitesse quadratique moyenne
S non uniforme = Expression différente de la conservation de la masse
A
2 Aspects énergétiques
Bilan local d’énergie
. 7 8 1 —»2 1 2 . —
— Equations couplées = 5t | gHolL + S XSPT + div(p1v1) =0
" . 'l D 1 .
— Densité volumique d'énergie cinétique : e.(M,t) = JHo T (M, )|
N3] 1
;}"j — Densité volumique d’énergie potentielle acoustique : e, (M,t) = §X5p1(M, t)?
<
S "y Vs . . = —
Qg — Vecteur densité de courant d'énergie acoustique : II(M,t) = p1(M,t) 7 (M,t)
Puissance acoustique
(7))
2
?":-’ — P est la puissance acoustique
S AP =II(M,t) - 7dS - ;»7»:// A(pt) - 7ds
Qt Pes
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Propriétés

— T est la puissance acoustique en W.m™2

I= <H>t

I
IdB =10 10g <I — Irep = 10~ 12W.m~2 est le seuil de douleur

ref

3 Ondes planes progressives

Définition

Démo

Propriétés

Démo

DEF:  Une onde acoustique est plane si p1(M,t) = csteo, |57, 4, @ t fixé définit des plans paralléles
Les surfaces d’'onde sont alors planes

— La solution générale de I'équation de d'Alembert est p;(x,t) = f (t — J:) +g (t + x)
c c

Impédance acoustique

— Eqgs couplées avec af = u(a) = pocv(a) +este = pi(z,t) = pocvi(x,t)
v = (t ) =v(a)
C
— A\ L'impédance change de signe pour une onde régressive
b1 (SL‘, t) Mo Cause
Zc - = HoC = - - = C
vy (:U, t) XS onsequence

m En toute rigueur les grandeurs couplées sont homogenes a des puissances : p; et v1.5

Onde acoustique plane progressive harmonique

w . w . w
— p1(M,t) = py, cos (wt — ;x + <p> < pL= pmel(“’t_zmﬂ”) =Py = el(“’t—sz)

— w_, — Caractere longitudinal :
- —r— = — W =
k—ceao ot7 = 0 & VAT =0& —i—e; AT =0
c

Aspects énergétiques
1 - 1 1 —— 1
— Densité volumique d'e. : e.(M,t) = JHo |7 (M, 1)||> = (eo) = §M0§Re(vlvl*) = ZMOU?"

1
— Densité volumique d'e,, : e,(M,t) = §X$P1(Ma )= (ep) = ngpfn

— Densité de courant d'énergie acoustique : II(M,t) = p1(M,t)v(M,t) = (ﬁ) = (etot)€z = Iz

4 Ondes acoustiques sphériques

Mise en équations
2

22 en coordonnées sphériques en supposant |I'émission
c

— On résout I'équation de D'Alembert Ap; =

isotrope
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Démo

Démo

A 19°(rpy) 1 8p1 P(rpr) 1 9°(rp1)
roor2 2 o2 or2 2 o2

1 r r
- = m (T7 t) = ;f t— E Divergente‘i‘;g 1+ E Convergente

Onde harmonique divergente

a r ag r
— Champ de pression : py(M,t) = =0 cos (wt —w-+ (p(]) <~ p1(M,t) = 20 pi(wt—wt)
r c — r
/\ Ne pas utiliser Z, ici : valable uniquement pour les ondes planes
— Champ de vitesse : Euler linéarisée en complexes

. ag aop LW i(wt—w ™ ag . C i(wt—w™ p
poiwvy = | = — = | —i— ei(wt=w?) svm=——(1—-7i1— ei(wt=wt) o Passage en réel
— r r c - pocr TW

On est amené a faire des approximations

Propriétés

Champ proche : r < )\

ag v
— Champ de pressionnchangs : p1(M,t) = 20 i(wt-wt)
— T

_Z@ ez’ (wt—w %)

— Champ de vitesse : v; =

LoT2w
Densité volumi 4 e cinéti (ee) 1 <—2’> 1 a?
— Densité volumique d’énergie cinétique : (e.) = —po(v]) = —o——F—
q g q c 2/“[/0 1 4/1/0 M%T4OJ2
g , ' , . 1 9 1 a
— Densité volumique d’énergie potentielle : (e,) = §X3<p1> = XS2
r
(ec) S . . o s
— (o) > 1 = L’'énergie est principalement cinétique et les effets de compressibilité sont négligeables
€p
66 = Déplacement "en bloc"

—

— L'approximation est non satisfaisante pour (IT)_ o = On repasse a I'expression générale
— Un calcul de puissance permet d'exprimer aq en fonction de la puissance moyenne

Champ lointain » > )\ - Zone de rayonnement

ap r
— Champ de pressionnchangs : p1(M,t) = 20 i(wt-wt)
— r

. a0 i(wt—wr
Champ de vitesse : v] = A0 pi(wt—wi)

T HoTe

— On retrouve comme pour les ondes planes : (e,) = (e.) = §X3<p%> = XS 2

— Mame expression de (II)(P) qu'en champ proche

Propriétés

Exemple

Sphére oscillante - Monopole acoustique

— R(t) = Ry + acos(wt) <+ R = ae™*
— Champ de vitesse au premier ordre en 2. Ala surface v =R
0
ag —ic i(wtfwm) . iwt
——41)e ¢/ =qwae™
pocRo (WRO * )
— Expression de ag

— Champ de pression et de vitesse acoustique
— Vecteur densité de courant d'énergie acoustique et puissance moyenne rayonnée
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Propriétés

Propriétés

Meéthode

Méthode

5 Tuyau acoustique

5.1 Conditions aux limites

Tuyau de section constante

— Continuité du débit volumique : v(z = 07,¢)S = v(z =07,¢)S
— Loi de la quantité de mouvement a la paroige 5 cste

dv
mE = (o + 1w = 07,0))8 — (o + 1 (& = 07, 0))5 + Fauire

= pl(: O_vt)S —p($ = 0+7t)S + Fautre

Tuyau a deux sections différentes

— Continuité du débit volumique : vy (z = 07,%)S] = vo(z = 07, ¢)S
— Loi de la quantité de mouvement a la jonction
pi(z = 07,t) = pa(z = 07, t) Admis

Etude d’un tube

— On pose I'expression de la pressiongy yitesse solution de d'Alembertprogressit + Regressive €1 cOmplexes
— Conditions aux limites pour déterminer les constantes

Etude simplifiée d’un tube

— Conditions aux limites

Dessin

Hypotheses sur 'expression des A ou v

On pose |'expression du champ de pressionjtesse qui va marchergy . stationnaire
— On injecte dans Euler linéarisé pour avoir |'autre variable
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Démo

Démo

Méthode

Théoréme

PHYSIQUE 22

BILANS MACROSCOPIQUES

1 Bilans de masse

%

Bilan de masse sur un systéme fermé

On considére un écoulement unidirectionnel d’un fluide dans tuyau
— dm(t) = p(x,t)Sdz

om(t+dt) = p(r,t+dt)S(z+de— (v +v(z,t)dt)) + p(r + dz, t gy <)) Sv(z + da, t)dt
= p(x,t+dt)SdaS (u(z + dx, t)v(z + dz, t) — p(z, t)v(x, t)) de
_ oo O O(po)
om(t+dt) — om(t) = 0= e + i 0

Bilan de masse sur un systéme ouvert

On considére le fluide contenu entre x et x + dx
— om(t) = p(z,t)dzS
— dm(t+dt) = p(x,t 4+ dt)Sdx
— 0me = (Dp(2,t) — Dy (z + da, t)) dt

B _ op  O(w)
d(ém) = dm. = e o 0

Bilans de quantité de mouvement

— Bilan de masse, volume ou énergier, e e dsfinir 7= SYStéme ouvert
— Autre grandeurg, particulier vectoriel —7 Systeme fermé

Schéma d’étude d’un bilan de quantité de mouvement

— Conservation du débit de matiére

— Définir un systeme fermé et faire un schéma

— Calculer les quantités de mouvement a ¢ et ¢ + dt
BDA et 2¢ loi de Newton

Théoreme de la quantité de mouvement

pt+dt)—p(t) = Z Fopedt au premier ordre en dt

%

On sépare en entrée, sortie, partie commune |'état du systéme entre ¢t et ¢ + dt

Forces de pression sur un systéme compliqué
— On combine a une surface simple pour faire un systéeme fermé soumis a une pression uniforme

Introduire les obstacles dans les systémes étudiés
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Ecoulement de Poiseuille
On considére un systéme initialement contenu dans le cylindre de rayon r < R

ﬁ(w =0pe+ ﬁcom(t) . L, _ —
- = Par stationnaritépartie commune idem et Entrée=Sortie dép) =0
p(t—i—dt) =0ps+ pcom(t+dt)

- ]—; = (perr? — psmr?) €

— Fyise = U( )Contramte surfac:queQWTLe:Jc

(ps —pe)V
or) ="
\% — Pour un fluide newtonien o(r) = nd—: = o(r) = pZ;LpS (R% — 12) €3 intégration
Q
3 Bilans énergétiques
.
'§ Théoreme de I'énergie cinétique
@ (Ee(t+dt) + Ep(t +dt)) — (Ec(t) + Ep(t)) = 6Wye = Ppedt
~
Parfait et incompressible = Pas de travail des forces intérieures
Travail dans un conduit
1
— En(t) = 6Eme(t) + Emcom(t) = 5Dmdtv?4 + Dmdtgza + Emeom (t)
1
— En(t+dt) = §Epms + Emcom(t +dt) = §Dmdtv% + Dydtgzp + Emeom(t + dt)
1
— dE, = §Dmdt (U% - fUi) + Dmdtg(ZB - ZA)Stationnarité
— . P P
— §W, = paSavAdt — ppSpupdt = <A - B) Dyt
K K

— TEM : dEm = 5Wp + 5Wznt = 5Wznt = OBx—:*rnoulli
o Dans un écoulement parfait et incompressible, P;;,, =0
E | Le théoreme de Bernoulli traduit de la conservation de I'énergie
Q

Avec des gaz de température variable donc compressibles, un bilan énergétique est impossible, on remplace par
A | un premier principe industriel

4 Ecoulement non stationnaire

Fusée du professeur Tournesol

— pr() =m()v(t)
— Prlt+dt) = m(t+dt)T(t + dt) + Dpdt(T — T(t))

= mlt+a) = m(t) — Dyt
dm dv =
o dv
g = mf(t )—Udt—i-D udt
\do dt
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Démo

Kilian Rouge

- =m

dv

m(t)A = m(t)— + D@

dt

(t) A~ Dm U Force de poussée

T'ﬂf +.dt)

I
- m(t + dt)

226
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Définition

Propriétés

Propriétés

Définition

Définition

PHYSIQUE 23

ELECTROSTATIQUE

1 Notion de charge

DEF: La charge électrique existe sous forme positive ou négative et est quantifiée
— La charge élémentaire est e = 1.6 x 10~1°C

1
F _ 1 q192 — €o est la permittivité du vide : E =9 x 10°F1.m
1=2 = 47‘(‘60 T%Z U1—2 — La force de Coulomb suit le principe de superposition

En augmentant les échelles de validité de la théorie de |'électromagnétisme on peut majorer la masse de du photon
& de maniere de plus en plus précise

Distributions de charge

— Modélisation discréte : La distribution est une collection de charges ponctuelles
— Modélisation continue en volume
On définit la densité volumique de charges p(M) = % en C.m~3
— Modélisation continue en surface : dg = p(M)dr = p(P)e(P)dS
Poure — 0 :dg = liir(l)(p(P)e(P))dS = U(P)dSo est la densité surfacique de charges
— Modélisation continue linéique : dg = p(M)dr = p(M)S(M)dl
Pour § — 0 :dg = éig})(p(M)e(M))dS = AN(M)dS est 1a densité surfacique de charges

2 Notion de champ

Champ électrostatique

1_5 Z iniM E, — Eesten V.m™ (
D—ao = 40 — | =q — p(P)dr PM
do i 47T€0A7JM3 E= ///AED Areg PM3

Symétries et invariances

— Symétrie : D = S;(D)

IE(M ) ::_EL(M) Dot si M € (1) = E(M) € ()
Ey(M’) = Ey(M)
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Définition

— Antisymétrie : D = S%(D) = S; o C(D) = C o Sz(D)

E[(M') = E{ (M)

Ej (M) = —Ej(M)

D'ot si M € (1) = E(M) L ()

— Invariance : Invariance de la distribution par une transformation géométriquerotation, Translation
Si D reste invariante par O, alors HEH ne dépend pas de la coordonnée relative a O

Pas de symétries 7 = Décomposition de la distribution en systémesy g . Trous Présentant des symétries

e

éoréme

Th

e

éoréme

Théoreme de Gauss

o5 = E(P) - fiezidS =

Qint

PeS €0

Pour q appartenant a la surface

q 1,,/2
9 = # r— cosdS’ or cos0dS’ = d¥ = T—QdS
D'ouqﬁg:# 7 454

P

cs Amegr? €0
Pour ¢ n’appartenant pas a la surface on prend
I'union avec une sphere contenant ¢ = ¢z =0

. . 1
— Fonctionne car le champ décroit en -

— Qint = // pdT pour une distribution continue
DUS

Calcul de champ si les charges sont connues = Coulomb
Calcul de charge si le champ est connu = Gauss

Th

Définition

Premiére équation de I'électrostatique - Equation de Maxwell Gauss

p(M)
€0

divE(M) =

Calcul de ¢ avec le cube

A

Green-Ostrogradsky a partir de Gauss

3 Notion de potentiel

W =

V(M) + cste

" Adweor

[wbon @ (L 1)

Ameg \ T4 rB

Jr
A | Wap ne dépend pas du chemin suivi =

qi

— Par le théoreme de superposition Vior = Z D
perp tot AmegOi M

3
d
— Pour une distribution continue V(M) = /// T
v dmeo PM
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Définition

éoréme

Th

éoréme

Th

éoréme

Th

Méthode

V(B)—V(A):—/ABE-JZ

—

E=—grad V

— On fait circuler le champ entre A et B
B B
/ E-dl:f/ dV ou dV =grad V - dl
A A

A partir de I'expression de la circulation

V' est défini a une constante additive prés = On peut choisir limV' = 0 que si la distribution de charge ne s'étend
o0

Q@ Pas jusqu’a l'infini

rotE = 0

Stokes

E est un champ de gradient = Rotationnel est nul

4 Autres équations

Equation de Poisson

AV+ L =0
€0

Equation de Laplace
Dans un région vide de charges

AV =0

Calculs de champs électrostatiques

- Symétries et invarianceay pesoin modifier le systéeme

1. Gauss

— Choix d'une surface de Gauss contenant M

— Calcul du flux sortant
— Calcul de Qz’nt Disjonction de cas possible
2. P0|ssonV(M) puis (M)

Diminue la dimension : On écrase le volume en écrivant dg = pdV = ¢dS = Adl
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Propriétés

Définition

Définition

Définition

Définition

— Il y a discontinuité de E de part et d'autreg, traversant d'une surface chargée

o
Ona+—
2¢q

5 Topographie du champ

Lignes de champ

—

DEF: Courbe tangente en tout point au champ électrique local : E(M)dl = 0
— Les lignes de champ sont des coubes ouvertesgejient les charges ou I'infini

Alrotg =0

- p Sortent de @
— divE(M) = —=

€0 Rentrent dans &
— Les points d'intersection des lignes de champ sont des endroits de champ nul

Tubes de champ

— L’intensité augmente quand les lignes de champ se rapprochent
I1EL] _ =
=] =

i ff Brias—o= || Eiwi - || Ewi=
T P PP

Surfaces équipotentielles

— Les lignes de champ sont orthogonales

& | Pour EM, N equipotentielle, E = —grad V= Edl = —dV = V(M) — V(N) =0

6 Energie électrostatique

Energie de constitution

DEF: Energie que doit fournir un opérateur pour former la distribution 3 partir de charges a I'infini

N N

1 q:q, Somme des interactions entre pai

— J paires
Uetee =522 &
2 =1 =2 471’607“@' 1
i#j Ueclec = 5 ///D p(M)V(M)dT
1 . 2 — Ugjec est la densité volumique d'énergie électrostatique

— 1 — 2

Uetec = 560 HE(M)H — Uglee = ///Q €0 HE(M)H dr
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Boule chargée

On rameéne des couches depuis I'infini
— 0Wop = d(0E}) = 0(Ep(r)) — 6(Ep(+00)) = dgV (r)

2 2
r r N r 4 e .
— Or V(r) = a(r) = —p dot W,y = 4rripdr x —p = P gy puis intégration pour obtenir
4dmeg 3€0 3€0 3€0
Wo = Uelec
3 Qg Les noyaux d'énergie d'interaction électrostatique
Udlee = = proche de l'interaction forte ont tendance a se dé-
() , . . . s
= SdmeoR composer par le mécanisme de radioactivité o
5
X
w
Condensateur plan
— (C est la capacité du condensateur
€S €S
Q =—U=C=— On considére le champ de deux plans paralléles et on en
d d 5 | déduit V(2)
Dans un circuit RC
. du duc 1 5
- 1252 dt :EcondZECU
A — dBeong = 6Wgen — Ri2dt = (uc — Ri)idt = ucidt = Cueduc
— Ugjec est la densité volumique d'énergie électrostatique
1 — 2
- elec — ///Q§€O||E(M)H dr
1 = 2
_ = 1
Uelec — 260 HE(M)H Econd — 5C«[]Z
L
- U = Ed
5
X
w

7 Dipole électrostatique

Moment dipolaire
On se place dans I'approximation dipolaire = M tres loin de la distribution de charges

- T:AZMQZ(OM—OAZ)2:T2—2WO—A;—Fp?

(2

1 1 OM - OAi\ , a?
- — = - 1 + T + 7'72 DL carr > QA Distance > Distance caractéristique

T’i T
T (z qio—A;) ont

Q p - OM
= V(M) = 4 © V(M) = .
4megr 4megr dmegr 4megr
Q — Z qi — (@ est la charge totale

- — Elle apparait dans le terme monopolairepe,t atre nul
)

n = OA; — P est le moment dipolaire

p Z a t — |l apparait dans le terme dipolaire

i

Démo
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Démo

Démo

Propriétés

Propriétés

Modéle du doublet de charges

— 7P est indépendant du choix de I'origine dans le cas d'une distribution globalement neutre
On définit le barycentre des charges positives gOP = Z q¢;OA; et négatives —qON = Z q;OA;
¢;>0 ¢;<0

— % =qOP — qON

ND — || Pl s'exprime en C.m
_ﬁ = CINP 1D = % X 10_29041’1’1
—q q
(M) dmegr—  4dmwegrt

—2 — —
— Approximation dipolaire r > a : r2 = HNMH =(NO+OM)? =12 <1 -2

1 1 — M
—D,Ol\,l_2<1+ONO2+O(a>>
r r r r

_gNP-OM 7 -OM
 Aweer3 Amepr?

ON - OM a2>
7_'_7

Champ électrostatique dipolaire

— — — 0 2 0 in 6
_ F— —grad V = —grad (pcos )_ pcost_,  psin

= e
Aegrd Aegr3 | Amweprd
- 3(p ‘ee—p 3(p -  OM)OM D
— Expression intrinséque : F = (P 467")6; P _ (P ) — - p .
Teor 4meg HOMH 47eg HOMH

Forces subies par un dipdle rigide

DEF: Un dipéle est rigide si || || peut &tre considérée constante

Modele du doublet de charge = F = qE(P) —qE(N)
R T F e = q(Ex(P) — Ez(N))
F = : d)FE
(p gra ) a :Ez(x+%z,...)sz(xf%I,...):qaaEz&t+...
€T
M(O) =T AE(M M(O) = qOPAE(P)—qONAE(N) : E(N et P) =~ E(M)
(0) =7 ANE(M) a

Le moment résultant est la somme des moments et non le moment de la résultante

A

Pour un champ uniforme
- E=0 _

&6 — M(0)=T7 AE(M)

Energie potentielle d’'un dipéle rigide

— Interaction entre paires de charges : Epint = qV(P) — qV(N)
Méme raisonnement que pour la force : E,;nt = (a—vtgm + a—vc? + aléz)
A q p . pint — q 890 8y Yy aZ
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— Energie fournie par I'opérateur pour amener un dipéle depuis
I"infini

Autre démo : T constant,gige = P - grad Egrad (p - E

Moment a partir de I'E,,

) OFE
L @ IW=Mwdl=Mdf = —dE,= M = ——r
0 o0
S —
S — Un dipéle électrostatique a tendance a s'aligner dans le méme sens que le champ E qu'il subit
Q
Interactions moléculaires
DEF: Certaines molécules neutres présentent une charge totale nulle mais un moment dipolaire permanent
Elles s'orientent alors dans ce champ électrique et se rapprochent de I'ion = Solvatation
— Interaction de Keesom : Dipéle/Dipdle
o = —3(pi - T)P2 - T) | Pl D3 Pip2
— Ugig = —p2 - E1(O2) = —p1 - Ea2(O1) = o~
d/d (02) (01) 4d7egrd 4dmers dmers
On considé odéle 3 deux nivea -+ ” (iU)
n nsi re un m €UX NIVeaAUXA(ioné mé u aligné 5 = = —eXx —
Aligné méme sens ou aligné sens opposé 27!'601”3 7 p kT
A Or PTT +PT~L =1=Z= 2C0$h(ﬂU)
U? pt 1
Ugja) = —UPqs + UPp, ~ — S
( d/d> T+ ™ kgT (47e0)2kpT 16
— Interaction de Debye - Dipdle/Dipéle induit
— Un atomepoiscule PeUt acquérir un moment dipolaire sous I'effet d'un champ extérieur
Séparation des barycentres positifs et négatifs = Polarisation
— D = €00E Raponse instantanée Ol v est le coefficient de polarisabilité
R e
. . = . (E - grad )E = —grad (HEHZ)—i-rotE/\E
F = (P - grad )E(M) = ega(E - grad YE(M) : R 2
A rotE =0
e 9y — (1 =2 1 —=n2 ap?
= F = 5eoagrad (||1E||*) = grad (Eeoa ||E|| ) et Ep = 5o HEH = " 32n2eqr®
K - K _
Uvaw = — % Fyaw = ——¢r
r r
3 U kgT
=3 Vdw ‘ B
§ 2 4
W
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PHYSIQUE 24

MAGNETOSTATIQUE

1 Courant électrique

— % — A=Cs7!
dt
- i: q en A Chimie
- J:Z i(P, Q1U1(Pt)
- // 7 ®dsS
§i=7 - mds
g
§2q = nvdt cos(9)dS
A = 01t =nqgvU - ©dS

<

.Q . .. ., -

*é' Pour des distributions en volume on utilise le vecteur densité de courant j

=

O

Q

Equation locale de conservation de la charge électrique
67 + le( ) 0 Bilan de charges sur une tranche
ot a
— En régime stationnaire

\U‘n . e

L — div(j) =0

g — Conservation du flux

Q% — Loi des noeuds

Passage de la distribution volumique a surfacique
— Epaisseur — 0 _ _
(19 — Conservation de la charge : dI = jédl = jsdl = js = ;ir% js
—
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Démo

Définition

Théoréme

Théoréme

2 Champ magnétique

Le fil se charge et la charge interagit avec lui

Source de courant ct1 = L — vt oLV
o - = At="-
cty = L + vty ¢ c
. q 1V
Sharge ) —_ = — At:}Aziz_,i
‘ I O Détecteur q ? . 2 L cc
AJ — .
— 27rhE (r) = — = E = ér
€0, 2megr
Puit de courant —FZQE: _q”; ey or egpuoc® =1
2mepccr
= of _.
N R I I
— — — B _ foi_
F =q(EM)+ 7 AB(M)) BOM) = orr

Dans le référentiel d’'une charge immobile, le puit fonctionne avant la source

— A Bestun pseudo-vecteur = Symétries #

Symétries et invariances

— Symétrie : D = S;(D)

BLOr) =By _

. . Dot si M € (1) = B(M) L (m)
By (M) = —By(M)

— Antisymétrie : D = SX(D) = Sy 0o C(D) = C o S;(D)

Bl = -Br(M) _
. . D'ousi M € (1) = B(M) € ()
By(M') = Bj(M)

Symétrie est I'opposé a la symétrie usuelle

3 Equations de la magnétostatique

I;EE = o F(M) A\ Modifiée si courant variable

Equation locale de Maxwell-Thomson

divB =0

N Traduit de I'absence de charges magnétiques isolées
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Conservation du flux magnétique
L'orientation de la normale fixe I'orientation de la surface
1. Le flux magnétique a travers une surface fermée est nul
2. Le flux magnétique a travers deux surfaces s'appuyant sur un méme contour est identique
1. divB=0= Jp B - ezidS =0
A 2.:>/ E-mds+/ B (-n7)dS =0
S1 S1
b
L ‘m Le flux magnétique s'exprime en webers : Wb=T.2m
<}
N
Q.
Théoreme d’Ampeére
e 37 alg - Ig:gace :e# T(P) - nds
B(M) -dl = IU‘OIenlace A | Maxwelt-Ampére + Stokes
r
Q) . . . .
’q'EJ Toujours mentionner |'orientation du contour
S Q /\ On en tient compte dans le sens des bornes d'intégration
)
Ry
~
Topographie
® . .
\/ — Les lignes de champ sont fermées
— Elles s’enroulent autour des lignes de courant
/g\ — Norme plus intense que les lignes de champ se resserrent
©
w0
QO
©
N
<}
N
Q.
Champ magnétique crée par une distribution
— Symétries et invariancess,perposition si besoin
o — Choix d'un contour orienté et calcul de la circulation
BS} A
S — Calcul du courant enlacé algébrique
\*g — Application du théoréme

On peut relier I et j : Iz//? - e,dS

Pour I'écriture sous forme intrinséque, on exprime le vecteur unitaire sous forme du produit vectoriel des deux autres
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. T
Fil rectiligne infini | B(M) = ’uie_é
27r
Bezt =0
3 | Solénoide rectiligne R N
qE_) Bt = :U'Oflez
X
SR}

Discontinuité de Egu passage d'une surface
— B(r=a")—B(r=a")=—uojs A7

(19 N ) ) N
— Lot = =l = jsl & jg=—1
tot I Js Js I
Energie magnétique

\& B2

}E Evol = — — E,o; est I'énergie magnétique par unité de volume
s 240

o

Q.

4 Dipole magnétique

ﬁ =ISn — 7 est orientée conformément au sens du courant
3
=
0
8
o — On peut assimiler un aimant a une boucle de courant et le représenter par un moment magnétique 1
Q
Magnétisme atomique
A P
— L =mOM A TR(M) =mr’wn =mrvn
- —e .  —e—
— fi=—7Rn=_—1L
T 2m

n )
0 . — -y est le rapport gyromagnétique

— —€
}q:) w=~L — Pour I'électron v = —
Q. 2m
N
Q
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Exemple

Propriétés

Propriétés

Définition

Moment magnétique orbital

— Lz = mlh
1 ml:l .
- D=L+ L1 = (L) =312 > (1) = 35— 3 mik = |Z| = nvit+1)
my=—I1

—e

- Mz = %mlh
U = ﬁ =909274 % 10_24A'm2 — pp est le magnéton de Bohr
2m

— Le nombre magnétique de spin m; = +1 est également associé a un moment magnétique de spin :

= _ %3 _ —2up—. En projection ps . = Pupg
m h

Actions mécaniques subies par un_ moment magnétique

A\ Pour un dipéle magnétique rigide

— R ‘

F = (p - grad )Beg (M)

— s ‘

M = ﬁ/\Be:ct(M)

e—

Epmt = _ﬁ ’ Bemt(M)

Mouvement de précession

dL  _ = du =y —
- E =puAB = E = (_PYB) A H précession 3 @ = —~B
- d(g - B) =du = = I
— (@, B) constant : = BEE constant =B - (=yBA ) =0
dffgll _ ,—dm . = -
Q — ||| = cste : !M :2ME:2M(—7B/\;L):0
: 0 » — 7 tourne autour de B : o :2,uxe_; + fuyey
i du d“p
P T g7+ Qe =0
dpy _ B - d*py 2
ar P T

5 Magnétisme

— Diamagnétisme : Tous les matériaux acquierent un moment magnétiquesjple induit de sens opposé au
champ magnétique auquel ils sont soumis
— Paramagnétisme : Certaines molécules ont un moment magnétique permanent non nul
— Absence de B : L'agitation thermique rend toutes les orientations équiprobables
= Moment magnétique moyen nul
— Présence de B : Les différents moments magnétiques ont un mouvement de précession
= |l existe une orientation moyenne dans le champ privilégiée
— Ferromagnétisme : Certains matériaux ont unz # 0 en I'absence de champ extérieur
Il est nécessaire qu'ils possédent des électrons célibataires
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Propriétés

Force d’adhérence

DEF: Force nécessaire pour séparer deux aimants identiques

A | Par analyse dimensionnelle F' =

B2S
120]
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PHYSIQUE 29

1 Conduction

Définition

Propriétés

7

éoréme

Bande de conduction

Egap

— Le milieu conducteur est constitué de charges mobiles en
interaction permanente avec un ensemble de charges
fixes dans le référentiel lié au conducteur

— La conductivité électrique est un phénoméne quantique
Ce sont les collisions avec les défauts qui sont a |'origine

CONDUCTION

Bande de valence

de la résistance électrique

Modeéle de Drude

— Les électrons subissent des collisions instantanées

Apres collision, la vitesse d'un électron donné est aléatoire
— Les électrons sont en équilibre thermodynamique avec leur milieu environnant par le biais de collision

— Le comportement du milieu résulte de la somme des comportements individuels des électrons

Loi d’'Ohm locale

J=7F

—

. — qE
- v (ti+1)Avant collision— U (ti)Aprés collision= E (ti+1 - ti)

— — 9B
A - (U > = <’U i>: o+ T Durée moyenne entre deux collisions
2
—- — ng-T
- (J)=ng(¥)=——F
m

Th

T o _ 1
est la conductivité en Sm~—1= Q- 1.m~1
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Equation du mouvement moyen des électrons

dt
— La probabilité dp qu'un électron subisse une collision entre ¢ et ¢t + dt est dp = —
i

— Bt +dt) = (1 - Cf) (f)’i(t) + qut) + % (i)’io + qut)

—

d 0 . = = —
— En moyennant pour N > 1 : m—:(M,t) —mZ 4 (U - grad ) UM, t) =qE(M,t) — mU(M,1t)
T

d ot
— m_, —
Fcol = —— — Fy est la force d'interaction avec le réseau cristallin
o T
g
O
Q
Hc _
TV Nombre d’électrons librespar unité de volume dans le cuivre = 2 “ </VA ‘ 1029111 3
MCu
Utilisation de la loi d’Ohm locale pour le calcul de résistances
o — Calcul de j a partir de I'intensité
s . . .
S — Application de la loi d’'Ohm locale
O — Circulation du potentiel
S
Conduction unidimensionnelle
— I
_ - ¢
j 71>R2 z
- A
v ynR2
- l
g - U=-W= E - dl = Reee = R2
QO 1—2
Q
- 7 y r -
2 Conduction en présence d’'un champ magnétique
Loi d’Ohm locale en présence d’'un champ magnétique
1
— Ry = —, la constante de Hall
- = . 9T = = 1 - = ™ -
g =9FE4+—3 A By = Y\ E+—3 A By — En présence du champ magnétique, les propriétés de conduc-
m nq tion ne sont plus isotropes
dv — o= m_, dj qQ - = 7 . . . . .
m— =qE+qu ANB—- —vU = — = — j A Bg — — puis évaluation en régime stationnaire
A dt T dt m T
8
‘0 Peut s'écrire sous forme matricielle en faisant apparaitre la matrice de conductivité
:§ 19
[
Effet Hall
(7))
s
2 — On étudie un conducteur de la forme d'un ruban trés peu épais, peu large et trés allongé
Q / P - . —
Q% La géométrie impose un courant j = je,
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Ja

. I Ey =—
A K
Y E, = Ry j.Bo
— Le champ transverse est le champ de Hall : EH = —RHT/\ E(;

B RH
—UH:VA—VB:/ —EHLy—

A \ N\
\ 'Di
N

W\

3 Vs

N >

§ oot

Q.

3 Forces de Laplace

Charge Densité volumique Charge électrique Vitesse PFD
Fixe =lons n q vV Mﬁ’:qﬁ—i—q‘_/)/\ﬁ—{—@?f
Mobile = e~ n —q V+7 m :—qE—q(v—i-V)/\B——v

a
~ Y PFD:dN(m+ M)@ = —~dNqT A B = —(nq¥ AB)dr = j A B
— PFD : v 4+ V)ndr x (1) + vndr(2)

Bdr o ] —nqu

(o) dFE, tot -t - m _,. - = nm
g = ndr——" = —nqV - BEdr —ndr—92 = j - Bdr — —0?dr
\$ dt T T
Q
dFLaplace — (7 A E)dT — Pour une distribution en volume
dFLaplace — [az A E ‘ — Pour une distribution linéique
En régime stationnaire : 7 - Edr + dPeoi
" d,PChampﬁMatiére =j - kdr
v La puissance cédée par le champ a la matiére est dissipée par effet
NG
S Joule lors des collisions
Q.
N
Q.
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PHYSIQUES 26

EQUATIONS DE MAXWELL

1 Equations de Maxwell

Equations de Maxwell

Equation Statique Dynamique Forme intégrale
I . OB Loi de Faraday
Maxwell-Faraday * rotE =0 rotbl = —— doé=
ot yf F.q~_Y9B
T dt
- Théoréme de Gauss
Maxwell-Gauss divk = — . Qint
= # B =
S €0

- Conservation du flux de B
Maxwell-Thomson divB =0 .
// B - NegrdS =0
S

Théoreme d'Ampére généralisé

[} —— — —— —
S Maxwell-Ampére  * rotB = | rotB = |+ eopto—— -
g P HoJ HoJ 0H0 5y TN (A dog
3 Holepclace T HOCO dt
R
~
. 22 .
” Dans Maxwell-Ampére 605 est le courant de déplacement

A ‘ rotE == 0 = Pas de potentiel tel E = —grad V

Phénomeéne de propagation

)
% 9 — Permittivité du vide : ¢g = 8.85 x 107 12F.m !
S poeoc” =1 — Perméabilité magnétique du vide : po = 47 x 10~ "F.m~1!
\©
<
~
= 0 (=B - -
p(M,t) = pdivE = 9P _ div [ ot = — j | =—divy
ot Ho

On retrouve |'équation locale de conservation de la charge

2 Propagation des ondes électromagnétiques dans le vide
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Equation de propagation pour A = Calcul de E‘E(E‘EZ)

— rob(rotE) = rot (-%f) = grad (divE) — AE = —gt@fﬁ)

— Equation d'onde

— 1 8E — € 2 =1
g C t — De méme =2
O
Q
Pour relier une variable a I'autre on injecte dans I'équation de Maxwell faisant apparaitre I'inconnue dérivée du temps
Onde plane progressive
. Lz - - x = z
— La solution générale est : E(M,t) = F (t - ) +E_ (t + )
c c
— €T . s .
- E(t- ) = B () + £(0)55 + 1))
— df; 0
— divE = Egd—fxa—a =0= fz(a) =cste=0
a Ox
0 0B,  dB;
— E, ot da
— /
— TotE = _9B PN 7fz(04) _| _9By - _dBy
8t EO 875 da
_?f;{/(a) _8BZ _ _de
ot do
0
T T
— t—— - Ly |- t— —
— Finalement £ = Ej fy( c) et B="2" fz( c)
c
T x
29" -
c c
_ Eea=0 — Onde transverse Relation de structure
B-&=0 -
S = - = cB=e,NFE
— E =B =0 = FE et B sont orthogonaux
HEH N'utiliser que pour les ondes planes
B [ R A
o L =
: 2]
O
Q
Relation de dispersion
E(x,t) = Egexp (i(wt — kz) €y w
B(x,t) = =0 exp (i(wt — kx) e ¢
c
g — vy, = % = ¢ = Propagation libre non dispersive
Q
‘ Un changement de milieu ou de conditions aux limites peut modifier la relation de dispersion
A
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Propriétés

Transfert d’énergie électromagnétique

— - 1 =
8Uem ->(M t) 0 — TI(M,t) = E A —B est le vecteur de Poynting en W.m ™2
i = 0
ot ’ Vecteur densité de courant d’'énergie électromagnétique
o)e [N . 1 7 . Jo 8uem . e =
Dans un milieu ou il existe des courants, I'équation se réécrit : T +divII(M,t)=—j - E
- 1 = -»8E 4]
— Maxwell-Ampére = E - rot%B =eF 5 a— (7 €0 HEH )
— —12
B—-.—- 01 — 1||B
A — Formule d’analyse vectorielle = div ( ) : rot— — —rotE = — | =€ HEH2 + - H || On identifie w
Ho ot \ 2 2 po e
P = H(M, t) - mds — P est la puissance électromagnétique transférée a travers la
surface S
S
) . . 1
Dans le cas d'onde plane progressive harmonique (e, ) = 2605 0‘ + — 5.5 |7\ 760E0
Lo
— —>%
= - B 1 - B 1
6 () = (EA —)=-Re| EA— | = —eocEe;
o' 2 Ho 2
L . e kb3
Interprétation corpusculaire : (u.y,) = (n)hw = (n) = T
. i iy . L (te) . ) . = =
& on peut définir une quantité de mouvement par unité de volume : () = (n)hke; = < em>ex = %61 = (eoE N\ B)
c c

Propriétés

Méthode

Etats de polarisation

DEF: Définition

Polarisation  Expression

Elliptique E = Ey, cos (wt - wz) €z + Eoy cos <Wt —Zaq <P) ey
c c

Circulaire E = Eqycos (wt — wm) ey + Eqcos <wt — Ew + <,0> €y
c c

—

w . w —
Rectiligne E = Ey,; cos (wt — x) ez + Eoy cos (wt — ac) €y
c c

H‘ Une polarisation rectiligne peut s'exprimer comme somme de polarisations circulaires et inversementg,ses

Déterminer le sens de polarisation

On se place par exemple en z =0
7 = 7T 1 M
On représente E(z = 0,t) pour wt =0 et wt = 5 et on constate dans quel sens tourne I'ellipse

Sens Direct Indirect

Polarisation Gauche Droite
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3 ARQS

DEF: Situation ou les effets de propagation sont négligeables
8 — Extension spatiale : L
-E T > — — Temps caractéristique : 7
RS ¢
S
O
Q
Approximations
On adimensionne les équations de Maxwell
. —  LcByoB = L — LcE0FE
rot’' B/ = ——— rot'B' = —pupj + ———
CT E() ot Bo HoJ CT BQ ot
Approximation Electroquasistatique Magnétoquasistatique Tres courant
Expression Ey > cBy cBy > Ey
olE =0 .. 9B
rotEE = 0 rotE = — 2~
- ot
. . dive = € divE = 2
Equations de Maxwell - €0
9 divB =0 divB =0
s rotB = po j + €opo— rotB = 0
N ot
Q.

Au lieu d'utiliser I'expression locale avec rot ou div on peut avantageusement revenir aux formes intégrales
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PHYSIQUE 27/

PLASMA

1 Propriétés

DEF: Un plasma est un gaz ou tout ou partie des atomes sont totalement ionisés
— On le caractérise par
- 1. Sa densité électronique
:S, 2. Sa température T
S Définie a partir de la vitesse quadratique moyenne u} = B
Q
Longueur d’écran de Debye
— Densité électronique avec Maxwell-Boltzmann
60]€BT — Densité volumique de charge linéarisée
)‘D = ) A — Equation de poisson en faisant apparaitre une lon-
e0 gueur caractéristique
3
s A une échelle spatiale supérieure a la longueur de Debye, on peut considérer le plasma comme électriquement
O] neutre
Q.
Pulsation plasma
Bilan de charges dans une petite tranche en déplacement
— Conservation de la charge : ne =nep (1 — ==
Ox
" . o¢
— Densité volumique de charge : p(z,t) = nep€ions + ne(z,t)(—€)e- = neoea—
T
divE = £ Houe
— Champ électrique résultant : €0 = FE(z,t) = &(x,t) + este—g
— . c
E(M) = E(z,t)ey 0
, ) 0? 0? noee?
— Equation du mouvement : neoSdmm—g = nepSdz(—e)E(x,t) = —f = ———&(x,t)
ot ot meg
n0562 — wp est la pulsation plasma
wp = Seul w =~ wp peut exciter des oscillations de p
Q meo
g
O
Q
Parametre plasma
2
1 3 =3 _ —_— €
(ec) = =mu? = “kpT And nep =1 = Tieg = (ep) —
2 23 dmegn.g’
e
o A x < C>
(ep)
o H‘ Un plasma dilué est a n.g faible soit A > 1
66
RS
L
Q
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2 Propagation d’une onde électromagnétique

Hypothéses
Propriété Repos Perturbation
Densité électronique n n(M,t) = neo + n1 (M, t)
Champ électrique Eo(M) = 0 Netralite E(M,t) = Eq1(M,t)
Champ magnétique By = HNO,, magnétisé B(M,t) = B1(M,1t)
:% Courants électriques  jo(M) = 6Charges immobiles  J (M, t) = j1(M,t) = —n(M,t)ev (M,t)
é Pression Py P(M,t) = Py + p1(M,t)
Q.
Equations fondamentales linéarisées
- OB
rotby = ——
! ot
— n
divE, = —et
— Equations de Maxwell _ €0
divB; =0
- . OE
rotB1 = —pugneevy + eg,ug—l
0 gt 0
—en _ n . _
— Equation locale de conservation de la charge : ((%1) + div(—ence;) =0 = 87751 +div(nev1) =0
on .
—s Linéarisation : —~ + neodiv(v1) =0
— Equation du mouvement des électrons; spproches
ol L — — I
Mécanique des fluides nema—t1 +nem (v - grad )o; = —grad p; — neeE1 — neevi A B
C oy —_ —
— Linéarisation neomﬁ = —grad p1 — neoeEy
dot -, =
PFD ale™ md—tlz—eE—evl/\Bl
N _ ‘ Ne€v] A EH B
:*;‘"j 66  Justification de la simplification de B : — a0 <1
S neeElH £y ¢
N
Q.
Cas d’une onde transverse électrique
On choisit E de la forme Fy(M,t) = Ege!@tkvlgs
— ni(x,t)e
— Maxwell-Gauss = divE; = 8—;’ = OTransverse= l(e(;) = ni(z,t) =0
— Conservation de la charge : divo; =0
— Divergence de I'équation du mouvement : negma (divoy) = —Apy — neodiVE = Ap1 =0
— Densité de courant : ]_I = —neoevi (M, t) = m% = Nege>
8;1) n6062 = 2 = _ nege?
° ot = m AT ewrh “P =\ e
g
\O
Q
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R (S 21 .2
" m Pehamp— Matiere = {J1 - E1) = §Re(£ B )= iRe(l‘&‘ )= QRe(l) ‘&‘ = 0 = Aucun transfert d'énergie

Equation de propagation du champ électrique

— Maxwell-Ampére dérivé : rot

. (0B,
ot

—_—

ot

— 0 1
) = pocowsE1 + 1106055

2By
ot?

— rot(rotE;) = —rot <1> = grad divE; — AE;

2
N e
c? ¢z Ot?
2 2
. . . W —w
— Relation de dispersion : k% = 5 P
c
k‘( ) 2 — n est I'indice complexe du plasma
n(w) — crlwW — 1— wj — Re(n) et I'indice de réfraction
° - w w — Im(n) est I'indice d'extinction
IS
O
Q
Zone de transparence w > wp
2
w w wn
—k=+= - —123 =+— — wx
wc ‘ w ¢ Eleoexp<(wt—n)>e_y’
— c
===
¥ k — n wx
n B = En= o o
1= ko= ex wt—n €y Maxwell
dw ke 2 — c P ( c yMaxwe
—VYyg=—=—=—=ncC
g
dk Vy
. — Relation_de structure
. e_w’ A Eq - (u, E'l,Bl)_e»st un triédre direct
T - gy - I
Ve
[72)
\Q
\“ ey
Q:_) — — Bl 2 —
s — (II(M,t)) = (Ey N —) = —epcnEge,
N Ho
Q.
Zone d’opacité w < wp
= . W —
E, = Epexp <(wt + m”c>) ey
2
. . w w wn
— k= ik ou K =+ [1-ZE - 122 <_>
¢ 5 w ¢ Ei(M,t) = Epe g cos(wt)ey, _ ¢ Evanescente
. . w T nw
n=—in" oun ==+ —I;—l x
w iad
. E, 5) . _
8 By = E{(M,t)=—e sin(wt) ey Maxwell
R — ow
% - (H(M7 t)) = <E1 A ?> = 0 = Onde stationnairep,s de vitesse de groupe ou de phase
0
L
Q.
g Réflexion sur un plasma en incidence normale
\O
Q
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Plasma

E, n(iw)
k. )
o—éL B,

z>0 N ' ‘ <0
— E(x <0,t) = Boel'= ey 4 relet g — E(z > 0,t) = the'@ 2 g,
— En . wx . wx — n L wmy
— Bz <0,t) = 7%“‘“—7)@—; — rEoeiltt= e = Bl 2 0,t) = —tBe 7 2)E

S’aider d'un schéma pour le changement de signe de B et de I'onde réfléchie

— Continuité de la composante tangentielle du champ électrique en x =0
Ey(z=0")=Ey(x =0") = Ey(l +r)e =tEye™ = (1+r)=t
— Continuité de la composante normale du champ magnétique en x =0

E , Ey .
B.(x=0")=B,(z=0") = —0(1 —r)et = nt=2etyt =1 —r = nt
c c

A
1 l
2 ‘.
t= -
1+n :
' R+T=1
1—n E
r= '
r=1a | ! N
Zone d.'o,;?acité wp Zone de traniparence w
n=—in"(w) "o 17%
— 1_ (= B 1 E2_. 1 _.
— (II;)) ==Re | E; A=— | = — —e¢, = cEse 2
(%) ( m)) G o 0 = gelE <13>\:|2:‘1r
. 1 . T* . <]-_-[7”> ‘ 1 + r
— (II;) = -Re | B, AN=— | = —=¢oc|r|” Egex . )
1o <Ht>‘ 5 4Re(n)
B*\ 1E — T'== ~ R T i+r
Q — (II;) = -Re | B, A= | = |t|” Re(n)ey (IL;) -
£ 1o 2 poc
Q
Qnde électromagnétique plane longitudinale
E(M, t) _ Eoez(wtka)e—; -
— Equation du mouvement des électrons : nma—: +nm(7 - grad )vU = —neE — ne(v A E)
o v7 it =
Linéarisation — neomﬁ = —neoe_l?l = é = eow}%El
—— 0B —
— Champ magnétique : rotFy = —a—tl =0
B est indépendant du temps = Or c’est un phénoméne ondulatoire = E; =0
— Equation différentielle vérifiée par p, la densité électronique
§ Q On utilise toujours : divE; = é, % + divﬁ =0, % = eowl%E;
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Démo

0?2 w=wp=p1#0
= 2e —i—w]%pl = 0 = En complexes &(w]% —w2) =0 = —

2
ot w#wp=p =0
— Pulsation : divE = —iEEoei(“’t_m = 7 = p1 = —iEEOEOei(Wt_Em)
€0 —
w=wp:p = —iketwt—kz)

=

—

w#wP:E0:O:>EI:6etﬁ:O

L'onde est électrostatique = Vk,w = wp. La vitesse de groupe est nulle = Pas de vraie propagation
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PHYSIQUE 28

INDUCTION

Induction Champ magnétique  Conducteur

Neumann Variable dans le temps Immobile

Lorentz Stationnaire Mobile

.. 0B
rotbh = ——
ot

. _ divE = 2

— On se place dans le cadre de la magnétostatique €0

divB =0

rotB = o j

Définition

Théoréme

Loi de Lenz
Les effets magnétiques, électrocinétiques et mécaniques de I'induction sont orientés de facon a s'opposer a ses
causes

1 Induction de Neumann

Théoréme

Propriétés

Propriétés

Loi de Faraday

- - do=
€ind = % EF - dl= —7¢B
’, at

7
ae - —n .
R

— ejnq est la force électromotrice induite
& | Maxwell-Faraday sous forme intégrale

i et e;,q sont dans le méme sens

Courants de Foucault

On peut utiliser une description localenon modélisable par un circuit
— Calcul de E avec Maxwell-Faraday

— Loi d’Ohm locale : j (M, t) = yvE(M,t)
Les courants induits sont appelés courants de Foucault

Inductance propre
Un circuit parcouru par un courant crée un champ magnétique auquel il est alors soumis

— On définit Gpropre = // B(t) - ©dS
S

— Maxwell-Ampere impose une relation linéaire entre ¢ et i
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Propriétés

Propriétés

Démo

Démo

— L est le coefficient d'inductance propre

i change de signe = ¢ aussi
&< L ne dépend pas des orientations

¢propre =1IL: (t)

Inductance mutuelle
En considérant deux circuits en interaction

— M est le coefficient d'inductance mutuelle
Il dépend de la géométrie et de |'orientation des circuits
d)l 9 = My Son signe dépend des orientations
On calcule de flux de B; induit par Cp a travers Co
. — 152 = Mi2i1(t)
¢2—>1 = MZQ A - ¢2—>1 = M21i2(t)De méme
Le théoreme de Neumann donne M2 = Mo

Aspects énergétiques pour deux circuits couplés

eingl = _d(¢p7‘oprel + ¢2—)1) . _LI% _ M%
Lois de Faraday : . _ d(dpropre2 + $152) _ dip M%
ind2 at 2 i &

— Circuits

—L

Ry Yi diy diy

zi(D D s 8
1 leindl By = Roi I dig Mﬂ
2 212 + th + I

— Bilan de puissance instantanéeo, forme Eji; puis on somme les deux équations

. . . . d /1. . o1
E111 + Esio = Rﬂ% + RQZ% + E §L1’L% + Miqio + iLZZ%
P fournie par les générateurs ‘P dissipée par effet Joule Energie magnétique stockée

— Umag(t) est I'énergie magnétique stockée dans les deux cir-
cuits a ¢

1. R S
Umag(t) = 5[412% + Mlllg + 5[/21%

" m On écrit la puissance dissipée par effet Joule : dP; = ? - Edr

2 Induction de Lorentz

On considére le volume formé par le déplacement du circuit pendant dt
- stortant = ¢(t + dt) - </>(t) + d¢lat =0

— = 4 dg =0 = — = —

dt d dt
- MardSier = dI A TAE = Calcul de ¢y,
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Démo

Propriétés

Propriétés

Méthode

Le champ électromagnétique de Lorentz, 4p

d¢ _ (_’(t) A E) Y — On définit E,, (M, t) = T(M,t) A B(M)
c

Loi d’Ohm généralisée

Cing uaBp = RABiAB — €ind
1AB

A B

Rap A

i et e;,q sont dans le méme sens

Couplage électromécanique parfait

— Le courant parcouru par un courant est un mouvement = Forces de Laplace

a PrL = / (iABJZ/\ §(M)) “U(M,t) = —eindian
AB

. — Cette relation traduit du caractére parfait de la conversion
7DL + €indlAB = 0 de puissance mécanique en puissance électromagnétique

Méthode de résolution

1. ldentification de I'origine du phénomene d'induction et loi de Lenz
2. Calcul de ejpq

— Loi de Faraday

— Relation du couplage électromécanique parfaitFaraday ne marche pas : Circuit a contacts glissants
3. Etude électrique a partir du circuit électrique équivalent

Etude mécaniqueTQM ou TMC aux portions mobiles
5. Découplage des équations électriques et mécaniques

>

Cas général
Pour un conducteur mobile dans B variable, e;,, est composé de deux contributionspyeymann et Lorentz
La condition de couplage électromécanique parfait n'est plus valable

Kilian Rouge 254




Hypothéses

Hypothéses

Propriétés

Propriétés

PHYSIQUE 29

‘—PROPAGATION D'ONDES DANS UN CONDUCTEUR

Propriété Repos Perturbation

Densité électronique  m. n(M,t) = neo + ni(M,t)

Champ électrique EO(M) = 0 Neutralits E(M,t) El(M t)

Champ magnétique  Bg = 6Non magnétisé B(M7 t) = B ( )

Courants éIectriques 70(M) = ﬁCharges immobiles 7(M> t) = 71( ) _ne(Ma t)e?f(M, t)

On néglige le couplage entre les ondes électromagnétiques et les ondes acoustiques = Pas de pression

Equations fondamentales linéarisées

OB
rotE1 = ——
ot
ni
leE1 = —e—
— Equations de Maxwell . €0
divB1 =0
aE
rotBl = —pgneevy + eg,uoﬁ
= . . 0 —enq . — 6n1 . .
— Equation locale de conservation de la charge : (8t) + div(—ence;) =0 = Bt +div(nev1) =0
o ony P
— Linéarisation : o + nepdiv(v1) =0
. ] U1 — R m_,
— Equation du mouvement : nem—— 5 +nem(v grad )1 = —neeE1 —neevi AN B — Meo V1
. 1 e m_,
— Linéarisation n.gm—— = —nepel; — Neg—101
ot T
Relaxation de la densité électronique
— Maxwell Gauss
- — Equation de conservation de la charge
- — Equation du mouvement
82?7,1 1 8n1 627’Le() — La densité volumique de charges est amortie avec un temps
o012 ; ot meo ny =0 caractéristique T ~ 10~ s
Modéele de conductivité complexe du conducteur
. 37 = m—
— Equation du mouvement : mi = ngee?F] — —j; et passage en complexes
q ot - J p g p
Yo . — y(iw) = 1 _:0 est la conductivité complexe
. - wT
1=——F 2
21 1+ wr— PV |

m
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Propriétés

Propriétés

2

, . Y0 . w O

A haute fréquence 1 on retrouve y = —i— = —ieg— — Plasma dilué
w > ; - wT w

Propagation d’une onde électromagnétique dans un conducteur

Onde plane progressive harmonique transverse électrique polarisée rectilignement : E = Eoei(“t_@)e_y'
. 6E1x — aEly — 8lzllz —
- le& = O ez + ay ey + 02 e.=0= nl(Ma t) = OMaxwell Gauss

= Aucune modification de la densité électronique
— Equation de conservation de la charge = divt1 = Opouvement transverse des e

— Equation de propagation et relation de dispersion

1. rotrot puis dérivation par rapport au temps
' 2. Travailler en mi-complexe, mi-opérateurs différentiels avec v

o = nee2 dB; 1 — 1 82E; 1 &83E;
— Z(AB;) = po 0 T2 C AR 4+ — =

ot ( 1) 0 ot T L Tc2 Ot? c2 ot3

2 Wt w? — w?; iw o 2 Wt w123 i
2= _ n2 — _%p

- 1+ dwT c? c2r - 1+ dwTr w?  wr
Trois régimes

1. w< — :n/ =n" et doivent tous deux étres pris en compte

66 2. w> wp : n' =0 = On néglige I'absorption
Conducteur transparent Transparence ultraviolette

. s 1
3. Régime intermédiaire : — <w <wp : 0’ >n’
T

Effet de peau

On se place dans le cas wrT < 1 et donc w K wp

7o e =
@ —1=m%70=>J1=70E1
. . — OE, 1 0°E;
— Equation de propagation o @ AE = poyo— + 202
On peut négliger le terme provenant du courant de déplacement devant celui du courant de conduction arQs ma,
. 8E"’ — Equation de diffusion
AFE, = HoYo—=— — est le coefficient de diffusion
ot {00
— Relation de dispersion
x - 1—i
— k? = —povoiw = poyowe "2 = k= £,/noyowe ‘1 =& 5 !
a ke ¢ ¢
— n= ; = a _ZEOnabienn’ =n'

2
— 6= est |'épaisseur de peau
HoYow

Les champs sont atténués sur une distance caractéristique §
E. = Eje 5ei(«t-%)g
1 = L€ € €y

nw  n'w

AlE=

C Cc

— Méme type de relation pour B et 7 = 'ygE

Propriétés

gnétiqL
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YoCu 47 x 1077S.m~!

H0Cu 6 x 10'kg.m ™3
P
Scu(v = 50Hz) | 10~2m

Conducteur parfait

DEF: Un milieu conducteur ohmique est considéré comme parfait lorsque I'épaisseur de peau est négligeable
devant toutes les autres caractéristiques géométriques du conducteur

—

<
g AN Discontinuité des grandeurs a la frontiere
L.%
O
Q
Vitesse de déplacement d’énergie
= 1 - E E2 2z
— (II) = =Re(E* A —) = —Y¢pc?e" T &,
(I) = SRe(E uo) 55, €0 @
)
e B 1 e @ e
- <Uem> = <§€0 HEH > + <§ > = §€0E(% 52w26 % ARQS magnétique
— On exprime |'énergie électromagnétique qui va traverser dS pendant d¢ dans le sens de la normale a la
vitesse Ve, de deux facons différentes
8 dE = (uem)VdtdS . .
B _ = (II) = V(uem)ez = V = dw = v,
g dE = (II) - eydSdt
Q
Pression de radiation
R N . , - 1 —= 1 0B_.
— Maxwell-Ampere ou I'on néglige le courant de déplacement : j = —rotB = ————¢,
o po Ox
— Champ magnétique dans le milieu conducteur = Forces de Laplace
- - = 1 0B . _,
dFp = j ANBdr = ——SB(z,t)—dre,
o Oz
- Bz =0,t)) ,_.
On intégre et on passe a la valeur moyenne : (F'p) = <(2’)>Sex
Ho
0 2 _
:4%) Drad = M — Prad €st la pression de radiation
N 2p0
Q.
N
Q.
o Réflexion sur un conducteur en incidence normale
5
Q
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Conducteur

E, n(iw)
k. )
o—éL B,

z>0 N ' . <0
— E(x <0,t) = Boel'= ey 4 relet g — E(z > 0,t) = the'@ 2 %g,
- E . wT\ . wT = n ; oy WTY 5
— Bz <0,t) = 7061(@—7)62 —z%e’(”HT) — B(x >0,t) = EtEge’(‘“t n=z )ey
S’aider d'un schéma pour le changement de signe de B et de I'onde réfléchie
— Continuité de la composante tangentielle du champ électrique en x =0
Ey(x=07)=Ey(x=0") = Ey(1 +r)e™t =tEpe™ = (1+r)=t
— Continuité de la composante nEormaIe du champénagnétique en & = 0pas de courant de surface
B.(x=0")=B,(z=0") = —0(1 —r)et = nt=2etyt =1 —r = nt
c c
t = 2
S 14n
l—n
T =
T 14n
— 1_ (= B 1 E2_. 1
— <Hl> = —Re i N\ =\ = — e, = —eocEgeZ
2 — 0 2ug ¢ e
— 1 — B 1 R_H<HT> _H?_‘l_nQ
_<HT>:2R6<T/\M;>:Q)C]T| Ejes _H<ﬁ;> =1 = 1+n
. 1 . _t’ ) AN : Pour le visible R ~ 0.99 viroir
Q — (II;) = -Re | Ex A = | = —€ocRe(n) |t|” Eje” s ez
5 2 \7 o
Q
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Propriétés

Propriétés

Définition

PHYSIQUE 30

1 Dualité onde-corpuscule

Relations fondamentales

RELATION DE PLANCK-EINSTEIN

E = hy = hw — Clest une relation de dispersion

H‘ Dans le cas général, on a la relation de dispersion de Klein Gordon : E2 = m2c* + p?c?

Les relations de dispersion ne sont pas valables que pour une masse nulle

A

RELATION DE DE BROGLIE
B hv h

= — MAgB est la longueur de De Broglie

= hk = —
P c A\dB

Principe de complémentarité de Bohr

Selon I'expérience réalisée, la lumiere et la matiére présentent un comportement ondulatoire ou particulaire
Il n'existe pas de description classique cohérente en termes d’'onde ou de particule, permettant d'interpréter les

différents phénomeénes observés

2 Equation de Schrodinger

Fonction d’onde

dP(M, t) = 1/J(M, t)?/)*(M, t)dT — 4 (M,1t) est la fonction d'onde a valeurs dans C

— Elle traduit de la probabilité de présence de la particule a

= |1,Z)(M, t)‘2 dr I'instant ¢ dans dr

— 1(z,t) est appelée amplitude de probabilité
66 - W(m,t)ﬂ est appelée densité de probabilité de présence

M Y(x,t) est définie 3 un facteur de phase prés = v et 1he’® représentent le méme état physique
(19

— La fonction d’'onde est normalisée = / [Wh(z, 1)) dr =1
Q

— La particule est a priori délocalisée dans tout I'espace
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Définition

Connaissant la fonction d'onde on peut caractériser la distribution des positions accessibles
+oo +oo
— () :/ zdP(x,t) :/ x| (z, t)|* da

— 00 — 00

19 “+o0 +o00
~ @)= [ PP = [ e A Avg e = T 0

— 00 — 00

7

éoréme

Th

Equation de Schrédinger

— V est I'énergie potentielle_pytentie) de la particule

Oy h? h
th— = —7A¢ + VT/J — h = — est la constante de Plank réduite
ot 2m 2

s
- L'équation de Schrédinger est un PFD quantique

L'énergie potentielle peut étre définie a une constante additive pres
iVt
66 = Y et zpe*T? décrivent la méme probabilité de présence

— L'équation de Schrodinger est linéaire = a1 + aa1bo est aussi solution si normalisée

Définition

Vecteur densité de courant de probabilité
La probabilité de présence dans tout I'espace est une grandeur conservée

Ol _oyyr _ Lo o¥r ik (0% O%yr) | h O ( 0w 0¥
A o o =V TV T om (w 92 ¥ oa )2m833 (7’0 az_¢am)
|y - iho( oW O
QWL 4 diw(F) = 0 - s =g (v v g)E

ot

Définition

Etat stationnaire

DEF: On appelle état stationnaire, un état du systéme caractérisé par une fonction d’onde factorisée sous la
forme 1/1(1’7 t) = So(x)f(t)go(x) et f(t) sont a valeurs complexes

AN Etat stationnaire en mécanique ondulatoire # Onde stationnairep,oduit de deux fonctions réelles

— |4p(z,t)|* est indépendante du temps
400 too .
1= / [(z, t)|? dae = | £(2)|? / lp(z)[2 dz On choisit | £(£)[2 :/ ()2 dz = 1

= Ha(t), f(t)eia(t) = w(x:t) = eia(t)v(z) = WJ(.T, t)|2 = ‘W(z)‘andépendant du temps

éoréme

e

Th

On injecte 9 (x,t) = e!*® p(x) dans I'équation de Schrédinger

. . n? 1d2%p .
En un point z ot p(z) #0 : —— ——= 4 v(z) = —ha =>=cste=F
A 2m ¢ dx? ~—~
N——— Indépendant de x

Indépendant de ¢

h? d2¢
———5 +V(x)p(r) = Ep(x
WL L V(a)ela) = Bela)
N h2 42 A
En introduisant 'opérateur différentiel Hamiltonien : H = “omae T V(z) on se rameéne a H|¢) = E|¢)

€] — Les solutions  sont les fonctions propres de I'opérateur H associées aux valeurs propres de E
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Propriétés

éoréme

Th

éoréme

Th

Propriétés

Conditions imposées a la fonction d’onde propre

1. ¢(z) ne prend qu'une valeur a I'abscisse x
2. p(z) est normaliséefgw(x”zdx _, = Elle ne peut diverger
3. ¢(x) est continue
de . . N
4. d—(x) est continue en tout point ol
x

(a) L'énergie potentielle V(x) est continue
(b) Ne présente pas de discontinuité d'amplitude infinie

d2
d—f est bornée pourvu que E et V(z) le soient
T
al . e de@ o
Réciproquement il faut continue pour que ) soit continue
x

2

Les solutions physiquement acceptables qui vérifient toutes ces conditions ne correspondent qu’a certaines valeurs
discrétes de £

3 Inégalités de Heisenberg

‘m On définit I'indétermination quantique sur a comme un écart-type : Aa = /(a?) — (a)?

Inégalité de Heisenberg _spatiale

On ne peut pas attribuer simultanément a une particule quantique une position rigoureusement précise et une
quantité de mouvement rigoureusement précise

h

Inégalité de Heisenberg temps-énergie

1
At - Aw > B et Planck-Einstein

At - AFE

vV
| S

A

Energie d’un état stationnaire
L'énergie associée a un état stationnaire est parfaitement définie

Un état stationnaire est caractérisé par une densité de probabilité indépendante du temps
A Elle peut étre caractérisée par un temps caractéristique d'évolution infini : At — 400 = AE — 0

4 Limite entre classique et quantique

h
On discrétise le portrait de phase en cellule d’aires 3 et on évalue le nombre de cellules contenues dans .S

6 — N > 1 — Classique
— N ~ 1 — Quantique
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Définition

éoréme

Th

Action

DEF: L’action est homogene a A soit des J.s

S Ext pxd VExmxI?

7 > 1 —» Classique
—al:
h

= On compare
~ 1 — Quantique

m Les effets quantiques sont négligeables devant A\;p < Distances caractéristiques

Principe de correspondance de Bohr
Dans les conditions ol les résultats classiques et quantiques doivent concorder, la théorie quantique doit se ra-
mener au résultat classique

A utiliser pour vérifier la pertinence des résultats
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PHYSIQUE 3]

PARTICULE LIBRE QUANTIQUE

1 Modélisation

S| DEF: Une particule libre est une particule
= — Evoluant dans le vide
5‘Q§ — Soumise a aucune interactiony — ¢
1.1 Etats stationnaires
Onde plane progressive harmonique
. 1Bt
On cherche une solution de la forme ¢ (x,t) = ¢(x) exp (—iwt) = exp (_h)
. . d?p(z 2mw
— On injecte dans Schrodinger : 4p(2 ) + —(x)=0
dz h
; : ikx —ikx 2mw
— On envisage uniquement le cas w > Osinon solution nulle : () = Ae’™™* + B avec k = 7
D'ol w(:c,t) — Aei(kaz—wt) + Be—i(kx—l—wt)
L'équation de Schrédinger impose une dépendance temporelle sous la forme exp(—iwt),, > o
g A
O
Q
2
w = hk — Relation de dispersion
2m
V., = @ — La propagation est dispersive
Y 2m
B
8 Une OPPH ne peut pas étre normalisée et n'a donc pas de réalité physique
g 66| En tant que solution élémentaire, on les superpose pour obtenir un paquet d'ondes pouvant étre normalisé
N
Q.
1.2 Paquet d’ondes
4 am) ak !
—>
L
N— A = aAk
o)
g
\O
Q .
NN .
ko

263
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) 2w
~ DL : w(k) = w(ko) + <jk>k (k— ko) + 5 (fw> (k — ko)? + o{(k — ko)?)
0 ko

+o0 )
vat) = [ Ametetnag
AT

/ i(kx—wot—vgt(k— ko)dk

_Ak
2

1

— Qe i(kox— wot)/ 2 eiK(l‘fvgt)dK
Ak

T2

) A
= Aeikor—wol)ginc <2k(.1‘ - vgt)>

‘M On peut déterminer A en normalisant [¢(z,t)|?

Q
S
\O
Q
Ow hk‘o i
Vg = | & = — — g est la vitesse de groupe
ok k=ko m
41 . . 1
— OnaAzx = N — Compatible avec Heisenberg Az Ak > 3
— Le paquet d'ondes se déplace a v, sans déformation
Si I'on ne néglige pas la dispersion de la vitesse de groupez terme du D ON constate que le paquet d'ondes s'étale a
cours de sa propagation
P hk
— = —= — = ”Ug
m m . . 7 - - N .
On est amené a identifier la vitesse de déplacement de la particule quantique a la vitesse de groupe du

[72) 1
3;_,!: paquet d'ondes
| N
Qg om om 2 chrédinger traduit de la conservation de I'énergie

A | w = ck ne s'applique qu’'au photon et surtout pas a une particule matérielle

Vecteur densité de courant de probabilité

Uniquement pour des ondes progressives

A
— La fonction d'onde peut étre écrite sous la forme (z,t) = A(z,t)e!Fr=wh) 4 — A x sinc
d?ﬁ* *d¢
J(x,t) = L Pl
— ;i (A i(kx—wt) (dj e—i(kz—wt) _ ikA*ei(kxfww) — A*e—i(kz—wt) (ijei(kxfwt) _,'_ikAei(kxfwt)))
m x x
hk o
~ — 4] dA™)
m Approximation de I'enveloppe lentement variable : négligeable
T=pxv=[p" xv,
1%

Démo

2 Interférences et diffraction d’ondes de matiere
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Diffraction par une fente

L'onde émise par I'ouverture est sphérique : (M, t) = @ei(’”*m) avec r = \/x2 + y? + D?
r

2 2
, . . 0 i(kD—wt) .ikZty
— Dans I'approximation paraxialeay voisinage de la normate : DL- (M, t) = %o eilkD—wt) gtk =1

1 k 1A A
— L'inégalité d'Heisenberg donne Ak, > 27 sin @ ~ el = &% ~ %

k

Ak

<)
g
\©
Q
Diffraction par deux fentes
- P(Passage) = P(Passagel) + P(Passage2)Principe de superposition = Qb(M, t) = wl(M7 t) + ¢2(M7 t)
2 2
(x—;) + 12 (x+;> +12
W(M,t) = Ajexp|i kT—wt + Agexp | 4 kT—wt
z? + af + y?
_ 4 - _a % 192
= exp | ik 5D + twt (wap( Zk2D> + Asexp (ZkQD)>
dP . . kax 27
4 = [POMLOP = [A1 + [ Asf* + 2Re (A1 A exp (—ilp)) ol Ap = == = = et A = 4y
T D Aip
. AaBD .
2 — i = ———, l'interfrange
M,t 2_9 A2(1+cos<5)> a
|¢( )| ‘ | >\dB - Az = 2>\dBD, la largeur de la tache centrale de diffraction
<+
Q D
g
O
Q
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PHYSIQUE 32

2 dQ(P

_%@ + ngo(x) = ESO(-T)Unidimensionne/

Hypothéses

Méthode de résolution

PARTICULE DANS UN POTENTIEL

_;Et

On cherche les solutions de I'équation de Schrédinger sous la forme d’état stationnaire o (x,t) = @(x)e " r

— Expression de I'équation de Schrodinger dans les différents domaines de potentiel

— Expression des solutions sur chaque domaine
Pour y" +ay =0
Q — Intervalle fini : cosh et sinh

— Intervalle infini : exp(—) et exp(+) Pour en dliminer une

Méthode

1 Marche de potentiel

— Raccord des solutions aux discontinuités de potentiel
— Détermination des solutions par méthode graphique

E>W
A
V(x)
T Schrédinger Solution
2 Yo
d“p  2mE % ik 2mE
2<0 stz 9=0 p1(z) = A1e™® 4 Brem M7 Ky = 2
d2p  2m(E —Vp) . ik 2m(E — Vo)
z >0 @JrTw:o pa(x) = Age™™2% 4 Boe 2T fy = 2
— By est une onde régressive pour x > 0
= Aucune réalité physique d'ou By =0
— Continuité de p en x =0 : A1 + B1 = A2
— Continuité de ¢’ en x =0 : k1(A1 — B1) = ka2 A2
Pour A; fixé : 2 équations et 3 inconnuescresAs, Ba, E = Toutes les valeurs de E sont possibles — >
0 x
T4 o hk1 _. ‘jr(;U:O,t)H ‘31‘2 k1 — ko 2
— Ji=lAlT e ~ r=1" ===
=gl i@ =00 14i*  \katk
= =BT e O dkk
- G= g (k1 + k2)?
x
e m, ) , . . - R+T= 1Conservation de la probabilité de présence
La probabilité de réflexion R n'est jamais nulle
AP(@)
9 2V R 725 N WO U N A W N N A VY (S 1+R
1) " =A+R)|A| |1+ cos | 4m—
(1@ = (A+ B A {1+ 3 cos (43—
0 -

Démo
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Démo

E <V

T Schrédinger Solution
d2 2mE ) ) SmE Pas de divergence en +0o0 = By =0
z <0 rwf 2 =0 p1(z) = A1e™® 4+ Bre=%* k= 2 Continuité de pen x =0: A; + B; = As
12 om(E — Vo) 5 I(V ) Continuité de ¢’ en x =0 : ik(A1 — B1) =
® m(L — Vo o . _ _ m(Vo —
2>0 LT 0=0 a(a) = At 4 Bpet® g = [ T

Pour Aj fixé : 2 équati%ns et 3 inconnues = Toutes les valeurs de E sont possibles

: t . .
Y1 (z, t) = e 'R (Aretkr 4 Bie ik Bt
¢ k=g ) Ualwt) = Apeew
— Aje VR ikx —ikz) )
1€ (e +k+iq€ _ 2k2k e’l%e_q””
LBt . i
= AweTU (e g et ) |¢2(z, 1) A |2+ i ~2q2
) ) 0 2(z, = 2 e
= Aleﬂ% e~ %9 cos (k::p + 5) kkii_ q?
9 9 T — Avec exp(if) = .q
[1(z, )] = 2]A1]° [ 1+ cos 4#)\—+9 k+1iq
dB
— ¢ est la profondeur de pénétration
5 1 h Elle diminue avec m
q Qm(‘/[) _ E) Q Elle fait intervenir Vy — E la barriére vue par la particule
T
R=1" :'k I —AetT=0
6 [Ge=on| Ikt

R+T=1

Vo

2 Puit de potentiel

2.1 Puit de potentiel infini

267
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— Pour V(z) — +oo Schrodinger impose
o(x) — 0
Les régions de I'espace ou le potentiel est infini-
ment élevé sont interdites a la particule

d? 2mE
— Pour()ga:ga:d—xf—l— 2 p=0
0 a .
E<0 E>0 ‘
2mE —2mkE — :
o(z) = Aexp (\/ 2 a:) + Bexp < 2 x) ¢(x) = Acos (kx) + Bsin (kx)k: —ZE?E
— Continuitéde penaz=0= A+ B =0 — Continuit¢ de penz =0= B =0
— Continuittde penz=a=A=B=0 — Continuité de p en z = a = 0 = sin(ka)
N T h2m? 9
Dou k,=n—=FE,=——=n
a 2ma?
2
On normalise d'ou A,, = {/—
a
— B, = SZFZ n? est quantifiée
5 B, ma
Pp(x,t) = \/;e i tsin (mra) d

$n . ., . Y
66 N a1 non continues autorisée car discontinuité infinie
T

o _ 22 .9 x
g — Pu(x) = [n(x)]” = _sin (mra)
O
Q
— (Ep)nen+ forme le spectre d’énergie. Chaque valeur définit un niveau d’énergie
— n est un nombre quantique
— Une particule classique peut avoir une énergie arbitrairement petite alors que |'énergie d'une particule
quantique ne peut pas étre inférieure a E
h
— Ar=a= Aps > o or Apr = \/(p3) — (p=)? = /(PF)
a
2 2 2
A _ E= <pz> — % 2 h
2m 2m 8ma?
h2
E ~ — FE est I'énergie de localisationye confinement
3 ma?
NI
= _r N a . - .
§ — |¢n(:v)|2 est symétrique par rapport a x = 5 du fait de la symétrie du potentiel V' (z)
L
Q
Limite classique
L . . , N 2 1
— Mécanique classique : La particule peut se trouver n'import ot = [ (z)|” = —
a
g — Mécanique quantique : Pour n grand, P, (x) présente de nombreuse oscillations
g 2 2 ) x 1
|thn(x)]" = —sin® (nr— | ——— —
QEJ a a n—+o0o @
A
\U) | ey y 7z - -
& | Superposition d’états stationnaires
8| La solution la plus générale de I'équation de Schrédinger peut s'écrire comme superposition normalisée d'états
Q% stationnaires
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— On écrit Y = g + Wy

— On normalise la solution

Propriétés

— On calcule |z/1|2 = p* et on développe

Mﬂ—fAiTJl(zﬂ YolAF =1
xz, 7n:1 n€ 58111 7TE avec nl” =

— On reconnait souvent une variation temporelle sous la forme d’'une période d’oscillation

2.2 Puit de potentiel fini

) = eie —X
mw|ww¢%{“) P
p(—z) = e’ p(x)

a ) )
=20 =1 = ¢ =41 = p(x) = £o(—2)

Un probléme invariant par  — —x on recherche des solutions sous forme

Q d’ondes propres paires ou impaires

E Etat Particule E

> Vy Diffusion Délocalisée

<V, Lié Confinée

Non quantifiée

Quantifiée

Hypothéses

Fonctions d’ondes propres des états liés

— Fonction d'onde propre symétrique - On pose ¢> =

— 4,01(90) = Ared” + Ble_qul = 0 pour éviter la divergence

— pa(x) = Az cos(kx)
— ¢3(z) = p1(—2)

k
= ktan (;) =q

2m(Vp — E)

V(x)

Vo e

(M)
[N}

P k2 — 2mE

12 € h2

qa

k
— Continuité de ¢ en g 1 As cos (?a) = Aje” 2

ka

— Continuité de ¢’ en g : —kAg sin( 5 ) = —queqTa

ka
— De méme pour la fonction d'onde propre antisymétrique : kcotan <2> = —q

atan(a) = Bpair

acotan () = —Bimpair

Démo
(=)
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H‘ On peut approcher les valeurs d'énergie du puit infini en considérant un puit infini de largeur a 4+ 2§ pour E < V}
19

o)
S
\O
Q
3 Barriere de potentiel
Zone Schrddinger Solution
d?p  2mE , , 2mE
1 —= + =0 z) = Aretts + Biethr | =
dz2 h2 ® 901< ) 1 1 K2
o 2m(V - E) A A 2m(Vp — E)
2 - — 0 po(2) = Apd®® 4 Boeit® g —
o2 o pa(z) = Az 2 q 2
d?¢ 2mE , 2mE
3 — + =0 r) = Ageth® k=
dz2 K2 ¥ 803( ) 3 72
i . . a
On assure ensuite ensuite la continuité de ¢ et ¢’ en :|:§
Onde Fonction d'onde Courants de probabilité R Jr B |?
_ T ] A
Incidente  ¢;(x,t) = Aje”“e'™™  j, = |Ay|* —es -
m : 2
, . — hk Jt Asg
Réfléchie  vy(z,t) = Bie @le ke j = —|B||* —é&; - Ty =
m ). 1
Ji
. _ —wt —ik - o 2 hk_’ m
g Transmise @Z)t(ﬂ?’t) = Aze™WeT"T g = |A3| Eeib — R+ T = 1conservation de Ia probabilité de présence
O
Q
Effet Tunnel
DEF: L'effet tunnel représente la possibilité de transmission d'une particule a travers une zone interdite par la
5 mécanique classique
E — La particule peut gagner en énergie et s'échapper du puit pendant une durée que lui autorise Heisenberg
S — L'effet tunnel a chaque fois qu'il y a interférence de deux ondes évanescentes dans la barriére
Q
Densité de probabilité de présence de la barriére de potentiel
AP@)
— Région 1 : (z,t) = Aje it (eikz + %e‘ikz)
1
1
R 2vR (427 )
= |[¢Y(z,t)] —1+R(1+1+Rcos om ® 2
— Région 2 : Décroissance exponentielle sur § = — = #
R q 2m(Vh—E) -t
\-;;-IUJ — Région 3 : Densité de probabilité de présence uniforme et non nulle .
E T ~ 3exp (_%?a) cans |'approximation de la barriére épaisse,, -, s ,
e 0 x
Q
4 Double puit de potentiel symétrique
0 | . - . .
‘0 [ Puits infinis
o — Les états stationnaires correspondent a la réunion des états stationnaires de chacun des deux puits
Q.
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o D PR — Chaque état stationnaire d'énergie est double
0 sur ] — oo, -5 - aju [7 + a, +oo[U] — 5 5[ Lui correspondent deux fonctions d'ondes linéairement indépendantes
7 T4 a+ % - - Etat doublemlent dégénéré
Bl enlz)= G\ sur] =3 +a,-3] s = (%’?(m) + %Cf(z))
= D — 1
0 2 —a-73 -
E \/gsin nﬂix 0; 2 sur}%,%Jra] Pr.a = V2 (4‘0713(‘%)7902(2))
S — Une particule localisée dans un des deux puits ne peut en sortir
Q.
Puits finis symétriques
Zone Schrddinger Solution
d?>¢ 2mFE kD 2mE
1 -—5 + =0 11‘:A1 kx + — +ka k=
de? T Rz 7 #1() 2 12
d?p  2m(Vo — E) 2m(Vy — E) 2m Vo
2 — =0 o(x) = Ascosh(qx g=4 ——F—>
d’p  2mE 2mkE
3 —5 + =0 3(x) = p1(—x k=
o2 T f p3(x) = p1(—z) 2
1% 1% 1 1
2 2
- =< = +€7 = ~ =(1+2e79P) = — = tan(ka)
95 _ o4 q k
Lo D A h (q ) Ak 1+ 2P
— Continuité d = —: = a —
ontinuité de p en T 2D 2 COS 5 ) 1 tan(ka) _ —(k:a) =+ 2e ) — _kaeg
_— D . (aDY qa
— Continuité de ¢ en z = 9 gAzsinh (7) = —41 cos(ka) — De méme pour les états propres antisymétriques
1—2e~9P
tan(ka) = —(ka) | ——— | = —kaea
qa
T
ki~—(1+¢
! a ( + Z) thZZ ﬁ27r2
o E; = = A —2¢;
o ki=mm—raveck <1 i om 2ma2 ( 1)
g 4
O
Q
— L’énergie moyenne des deux premiers niveaux est plus faible que I'énergie du niveau fondamental
A Elargissement effectif du puit
— Séparation des deux niveaux d’'énergie des états symétriques et antisymétriques
Le couplage par effet tunnel leve la dégénérescence des niveaux d'énergie
Liaison chimique
— Lorsque deux noyaux sont suffisamment proches, la probabilité de transmission par effet tunnel de I'électrg
devient non négligeable
— Le couplage provoque le dédoublement de F; en deux niveaux
66 y Ll . o
Es d'énergie inférieure de fonction symétrique
w0
QO
© E 4 d’énergie supérieure de fonction antisymétrique
§. — Il existe une distance d'équilibre permettant de minimiser |'énergie de |'état symétrique
~
Q.
Evolution temporelle de la superposition de deux états
— Par superposition de deux fonctions d'ondes symétriques et antisymétriques, on forme
1
D G
vy = —= (VP (@) + v (@)
I
— D G
9 v = —= (VP (@) = v (x))
3 V2R , .
E — Ces fonctions représentent un état non stationnairec; de fonctions d’ondes d’énergie différentes
N
Q.
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Propriétés

_ Es+ Ex

Em 2
A | On somme et on développe la densité de probabilité de présence avec 2A=FEj, — Eg
_2A Ea-—Eg
i

E4— Eg
V= ——-

— v est la fréquence de Bohr
#. Battement quantique de NH;
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IV Chimie
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CcHIMIE O

LIVRE DE RECETTES

1 Alcénes

I
(e}
]
T
I
(e}
(0]
I

o
b
/
&
-
Tj:
~
Pl
S

Diol

)
I

= f \
o, Alcool
5 HO H
Ol
o~
I E R\‘ /R4 adl
R% R3
(5]
S
fn
w H OH
R‘H’R “
2 Ry *
N\ J
ollz &
T 0
M S
T3
X
Rj RX o
Carbonylé Dérivé halogéné

Alcanes
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2 Alcools

ROH ATPS

Williamson

ROSIR3

3 Aldéhydes et cétones
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4 Dérivés d’acides

5 Nitriles

Kilian Rouge
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6 Oxydo-réduction

Sarett
NaBH, o
R OH )J\
R” “OH
Jones
LiAIH4
~——— |
ones
oH | o
NaBH,, >=0
7 Organomagnésiens
R” O OH
Jig
° H” H o
)J\ Coz() [ o
S
RT SOH e X " P
R—Mg”
: R
o) - &
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CHIMIE 1

EQUILIBRE DES SYTEMES

1 Réactions

— ¥; est le coefficient stoechiométrique de X;
0= E Vi X — ; est positifyggarir pour un produiteactir
i — L’équation est caractérisée par sa constante d'équilibre K

Activité d’un _constituant

Solide pur 1 A
P Soluté dilué | X4 o3 ¢ = 1molL !
Liquide pur | 1 PC
Gaz parfait | — ou P = lbar
Solvant 1 P

Définition

7

éoréme

Th

Méthode

Définition

— @ est le quotient réactionnel

[ ' QT K Q'r

> -

Relation de Guldberg et Waage
A I'équilibre chimique on a
— Les activités sont exprimées a I'équilibre

_ _ 94
K = Qr - H a; — Cette relation permet de déterminer la composition a I'équi-
% libre

Expression rapide d’une constante d’équilibre

(R) = S (R); = K = [T ()™

)

2 Tableau d’avancement

Si le systeme est fermé, les variations de quantités de matiere de tous les réactants et produits sont liées

— dé€ > 0 : Evolution dans le sens direct

dni Z
dg = — d& < 0 : Evolution dans le sens indirect
'191' — En intégrant on a n; = n;o + 9;€
, e g , . n; .
— Le réactif limitant est le réactif pour lequel 5 est le plus petit
i

— L’avancement est défini sur [&min, Emaz)
. n;0 . e
— &mar = MiNggactifs W est la disparition du réactif limitant
i

— &min = — MiNproduits WZ—’(T est la disparition du produit limitant
i
L. . . . . . Ny, 12,0
— Deux réactifs sont introduits en proportion stoechiométriques si Fair
1 2

lIs restent alors en proportion stcechiométriques dans I'état final
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o =

€max - gmzn

& — & — o est le taux d'avancement de la réaction
min
— En présence de réactifs uniquement a =

£maz

Cela revient a considérer la part de quantité de matiére maximale atteinte
Q On utilisera le taux d’avancement en particulier dans le cas de réactifs en proportions stoechiométriques

Quantité de réactif limitant consommée
— T est le taux de conversion

T =
Quantité initiale de réactif limitant

6 Quantité de produit obtenue
= — n est le rendement

n=

§max Quantité obtenue si &nqz atteint

Définition

3 Titrages

L'équation de titrage est A + 5B = Produits

titré ntitrunt
L’équivalence est définie par la relation —4— = Bﬂ
«@
. ) CpV
V <V, Tout le titrant est consommé ¢ = A
On distingue deux phases de titrage C/B
o ) AVa
V > Ve Tout le titré est consommé E~r ——
o

Définition

Propriétés

Au cours d'un titrage quantitatify 191 pyis verification: 1€5 quantités de matiere des réactifs et des produits sont des

fonctions affines du volume de réactif titrant versé
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CHIMIE 2

TRANSFORMATIONS PHYSICO-CHIMIQUES

1 Systemes physico-chimiques

Systéme + Milieu extérieur = Univers

Différents systemes

— Systéme fermé : Pas d'échanges de matiere
— Systéme ouvert : Echanges de matiére
— Systéme isolé : Pas d’échanges de matiere et d'énergie

Définition

A ‘ Constituant chimique 7 Constituant physico-chimiqueg,,, . sique précisé

Différents corps

— Corps pur : Systéme 2 un seul constituant chimique

S — Corps simple : Constituant chimique formé d'un seul élément
E — Corps composé : Constituant chimique formé de plusieurs éléments
E‘ds — Etat d'agrégation : Précise la formule chimique du corps simple aromicité €t I'état physique
2 Etat d’ ¢
tat d un systeme
On décrit I'état d'un systeme a I'aide de grandeurs mesurables,arametres d'stat (P, V, T, 1, ...)

Différentes grandeurs
S
IE — Grandeur extensive : Définie pour une partieyy tout du systémey ,
':g; — Grandeur intensive : Définie en tout point du systéme;ngépendante de n

Composition du systéme

— Phase : Région ou les grandeurs intensives sont fonctions continues de |'espace
— Phase uniforme : Phase dans laquelle les grandeurs intensives sont indépendantes de la position

g
E — Systéme homogene : Une seule phase uniforme
N — Systeme hétérogeénep,, has¢ : Plusieurs phases
Q

Variables physico-chimiques
S — Variables d'état : Grandeurs indépendantes dont la donnée décrit I'état du systéme
S — Fonctions d'état : Grandeurs d’'état extensives se déduisant des équations d'état a partir des variables
G d’état
Q
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Propriétés
. ]

— Les variations d'une fonction d’état ne dépendent pas de la nature de la transformationp, chemin suivi
— AZ =7y — 7y = Z,+ Z,. et pour une variation infinitésimale dZ = 67, + 0 Z,

Propriétés

Nature des transformations

— Quasistatique : Constituée d'une série d'états d'équilibre

— Réversible : Quasistatique repassant par les mémes états en sens inverse
— Isochore : Volume constant

— Isotherme : Température constante

— Monotherme : T; = T = T,py

— Isobare : Pression constante

— Monobare : P, = Py = Peyy

— Adiabatique : Pas de transferts thermiquesg — ¢

e

éoréme

Th

Caractérisation de I’équilibre

Un systeme est a I'état d'équilibre thermodynamique si on observe
- I?quilibre the"'rniqlvleT identique en tout point
- Equilibre mécaniqueP identique en tout point
— Composition identique en tout point

— Deux états d'un méme systéme présentent les mémes espéces avec variation de grandeurs intensives

3 Exemples de systémes

Définition

Mélange

DEF: Un mélange est une phase contenant plusieurs constituants chimiques, qui sont identiquement considérés
— Un mélange est dit idéal si les interactions dans le mélange sont de méme nature et de méme intensité

Solution

— Une solution est une phase liquide ou solide contenant plusieurs constituants
dont I'un d'euxpajoritaire, le solvant €st traité différemment
— Une solution est dite idéale si les interactions soluté-soluté sont trés faibles

Définition

4 Grandeurs

Propriétés

Propriétés liées aux grandeurs intensives

T = U — x; est la fractionyjye molaire de ¢ dans la phase ¢
v Ny — On notera y; pour un gaz
m;
w; = — w; est la fractionsjtre massique de ¢ dans la phase ¢
My
. n;
[Z] = — — [¢] est la concentration molaire de ¢ dans la phase ¢
Ve
— P; est la pression partielle de 4
-Pi = :Ul.P — Loi de Dalton : P = ZZ P;
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Propriétés

Propriétés liées aux grandeurs extensives

Z(T,P,nj)

> ony
J

— 0Z

L, =

— Zm est la grandeur Z molaire du mélange
C’est une grandeur intensive en Z.mol~!
— Dans le cas d'un corps pur on note 7},

— Z; est la grandeur Z molaire partielle du constituant i

C’st une grandeur intensive en Zmol ™!
6Z

on; )Tvpvnj;‘i

— Pour un systéme 3 grande extension Z; = (

— Ona Z(T, P,nj) :Zznlz

B>

Ne pas confondre Z; et Z,,.; a deux exceptions pres
— Le volume molaire d'un gaz parfait
— Un corps pur monophasé

éoréme

Th

Définition

Propriétés

Relation d’Euler

i

5 Etat standard

Etat standard

Par définition P° = 1x10°Pa

standard

Z°(T,nj) = Z 1 Z°m.i(T)

Pour construire les tables thermodynamiques il faut définir un état de référence appelé état standard

DEF: La grandeur standard d’'un mélangeyo est la valeur de Z lorsque tous les constituants sont dans leur état

— Z° ne dépend pas de P car P = P°

Etat standard des constituants

AT Pur Mélange Solution

Solide | Pura P°etT Pura P°etT Jof

Liquide | Liquide pur a P° et T Liquide pur a P° et T &z

Gaz Gaz parfait pur a3 P° et T' | Gaz parfait pura PP et T | &

Solvant | & Jof Liquide pur a P° et T
Pura P°etT

Soluté | & z et se comportant comme en
infinie dilution
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6 Grandeurs de réaction

Au lieu d'utiliser les variables de Gibbs (T, P,n;), le systeme étant fermé on a n; = n;o + ¥;€, on utilise les
variables de Donder (T, P, ¢)

C’est une grandeur intensive en Zmol ™!

_ 07 — A, Z est la grandeur de réaction
A Z =
o8 Jrp

— S’obtient par identification dans |'expression de

oz oZ oz
dz = | —= dT + | — dpP + Z dn;
A oT P,nj op Tonj P\ 9ny T, P

AZ =D 07

Il ne faut pas confondre les relations A, Z(T) = Zmz et 7 = anz
A i i

A, Z° = E ﬂiZOmi — A,Z°(T) est la grandeur Z standard de rélaction
- ’ Cette grandeur est intensive et en Z.mol™
i
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CHIMIE 3

PREMIER PRINCIPE

1 Principe de conservation de I'énergie

Pour tout systéme il existe une forme d’'énergie appelée énergie interney, fonction d’état extensive du systéme

g — W le travail algébriquement recu par le systéeme
.S AU =W — Q le transfert thermique algébriquement recu par le systéme
S T Q — Sous forme infinitésimale on a AU = 0W + 6Q
O
RS
~
— On distingue le travail des forces de pression
5Wp = —PerdV — Si la transformation est réversible on a de plus P = Peyy
DEF: Une transformation sans travail utile ypiauement .. €st dite thermomécanique
Transformation isochore
3
NI
N - W, =0
o — On note alors Q = Qv
Q
Transformation monobare
— On considere P; = Py = Py
'3 — On pose alors H=U + PV
0 —
S - AH=0Qp
09_ — On note @ =Qp

2 Systémes formés d’un corps pur

L'état du systeme ne dépend que de deux variables indépendantes
— Corps pur monophasé = 2 variables nécessaires
— 2 phases : Courbe d'équilibre = Une variable nécessaire
— 3 phases = Point triple

Propriétés

2.1 Capacités thermiques

OH — C'p est la capacité a pression constante
Cp=\+%m _Cp
oT ) p T o=
oU — C'y est la capacité a volume constant
Cy = (> e
or 14 " n
B
N
S| Cas du gaz parfait
N
Q.
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Propriétés

Propriétés

Démo

Méthode

Propriétés

- CPm = C’OPm

— dU = nCy,(T)dT
— dH = nCpm(T)dT

Les premiéres et deuxiemes lois de Joule donnent U,, et H uniquement fonctions de T’

— Hpm =Uyp + RT dot Cpy, =Cyp + R

R ’YR CPm
Cyrr = Cp, = 12 — ZPm
Vm . 1 Pm N — 1 Y Cvm
3 5 5
Gazmonoatomiqus ER ER g
7 7
Gazdiatomique -R iR g

Cas des phases condensées

— dH,, ~dU,, ~ C,,dT

— Cpm =~ Cym = On note Cy,

— Les phases condensées sont incompressibles = U indépendant de V'

— Honi(T, P) = Hpni (T, P°) = HOpi(T) d'oli Cyy ~ C°,

2.2 Transformations

AN = Qp = nlyepH’;

d
En tracant H°,; = f(T') et comme

o .
1

— Vaporisation de nmol de i sous la pression standard
— AyapH?P; est I'enthalpie standard de vaporisation

:Copm>0

— On a en considérant C°p,, indépendantes de la température des morceaux de fonctions affines
— Approximation d'Ellingham = On néglige I'influence de la température = Portions de droites

Transformations avec changements d’états

On décompose en utilisant |'extensivité en
— Etapes dans un méme état

— Etapes de changement d'état

3 Systeme formé d’un mélange de composition constante

— Pour un mélange de gaz parfaits Hn; = H°pmi(T)
— Pour un mélange liquidegyjige idéal Hypi = H i (T, P) ~ HO i (T)

4 Systéme en réaction

4.1 Enthalpie et enthalpie standard de réaction

Kilian Rouge

287




OH A " ° o
] A’/‘H = () = 21917'[@ or 7‘[1 ~_ GP%mO(T) d'ou AT% ~ Zﬂz}[ mz(T) = A,«H (T)
£ o6 )1 p p i
Q
— A,H > 0 = Réaction endothermique
— A,H < 0 = Réaction exothermique
— Systeme de gaz parfaits : A, H = AH(T)
'3 — Autres cas : AyH ~ AHO(T)
p
b
é‘" — On a la méme chose avec AU = A,U°
Q
Lien entre A, U° et A, H°
En dérivant par rapport a £ 3 P et T constant H =U + PV on a
° AT”HO — ATUO + (Z 791) RT — En passant a I'état standard et car A, V° = ZZ W VO
3 .
g (2
% En présence de gaz on suppose V° icq) < V°p(4) € qui revient a ne considérer que les gaz dans la formule
&
o] Loi de Hess
S| (B =D M(Ri) = AHOR(T) = Y NiAH g, (T)
A
5 . .
2 Laloi péut &tre écrite avec toutes les grandeurs extensives
[
4.2 Enthalpie standard de formation
Etat standard de référence
— L'état standard de référence d'un élément est en général |'état standard de son état d'agrégation le plus
stable 3 T
S — Exceptions
E — L'état standard de référence du carbone et I'état standard du carbone graphite a T’
§ — Pour X=H,N,O,F,Cl I'état standard de référence est celui de Xo

A | Ne pas confondre état standard de référence d'un élément et état standard d'un constituant physico-chimique

— L’enthalpie standard de formation d'un constituant physico-chimique est par définition |'enthalpie standard
de réaction de la réaction de formation
— A\ |l faut préciser les états physiques car leurs enthalpies de formation différent

S — Par convention AyH y+ =0
= — L'enthalpie standard de solvatation d'un ion a 298Kest |'enthalpie standard de réaction a 298 K de
g L
5 I(g)=(solv)
Q
AHO(Th) = 3 i M (Th) - Por0=3 0,
i — Cette relation est une conséquence de la loi de Hess

Kilian Rouge 288



A | Ne pas confondre H°,,; et ArH®;

Définition Définition Définition Définition

Définition

Définition

4.3 Enthalpies standard caractéristiques

Enthalpie standard de dissociation de liaison

DEF: D4p est I'enthalpie standard associée a la réaction AB(g)zA(g) + B(g) a208 K
/\ On considére une rupture homolytique de la liaison AB en atomes A et B
— Dap est finalement énergie de liaison
— Dans le cas d'une réaction ou toutes les espéces sont gazeuses on a

A HC = e:D. S . .
T - IR — ¢; vaut %1 selon si la liaison est cassée ou formée
)

Enthalpie standard de combustion

DEF:  AcmpH(i(,)) est I'enthalpie standard de réaction entre 1 () et Oy(g) pour former COy (4 et HO( a
298 K
— La réaction de combustion est exothermique et quantitative

Enthalpie standard de d’atomisation

DEF:  AgomH (i4) est I'enthalpie standard de la réaction a 298 K de i, donnant les atomes la consituant sous
forme gazeuse

Enthalpie standard réticulaire d’un cristal ionique

DEF: A, H° = ER est I'enthalpie standard de réaction ayant pour produit 1 cristal ionique et comme réactifs
les ions le constituant a |'état gazeux a 298 K
/\ Ne pas confondre cette réaction avec celle de formation du solidep,s g'ions
— Cette enthalpie traduit de I'énergie de cohésion du cristal

Enthalpie standard de premiére ionisation

DEF: A;onH® = EI; est I'enthalpie standard de la réaction A(g):Ag+ +e (g a I'état gazeux a 298 K

— On définit de méme I'enthalpie standard de deuxiéme ionisation de la réaction A(g)+:A§+ +e7 (g a l'état
gazeux a 298 K

Enthalpie standard d’attachement électronique

DEF: AgH° est I'enthalpie standard de la réaction A(g) + e_(g):A'g a I'état gazeux a 298 K
— On définit I'affinité électronique comme — A, H°

4.4 Influence de la température sur A, H°
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e

éoréme

Th

éoréme

Th

Méthode

Démo

Formule de Kirchhoff

D'ot A HO(T) — ArHC (To) / 9iC° prmi( dT
Z 19 c® sz ) = TC P(T) Et simplification si C° p indépendant de T'

Expression analogue avec U et C°y,

Dans I'approximation d’Ellingham on néglige I'influence de T sur A,.C°p
= AHO(T) ~ AHO(Ty)

Pour une réaction a une température quelconque on décompose la réaction en plusieurs étapes fictives par extensivité

Q de H : une réaction a Ty et un changement de température

Relation de Van't Hoff

dIn(K°(T))  AH®
dT ~ RT?

En intégrant la relation et en se placant dans |'approximation d'Ellingham on peut déduire

Ty K°r,
AHC = | 2
rH RTz - T " ( )

= K° augmentegimine avec T si Ay H® > 0« o

Calculs d’enthalpies standard de réaction

— On combine les Ap,H°
— On utilise les enthalpies de formation standard des tables
— On combine les enthalpies standard de réaction caractéristiques décrites ci-dessus

Transformation isotherme, isobare

€
dH = A, HAE d'ob en intégrant AH = / AVH(T)AE
0

AH = {AT”H ~ fArHO (T) ‘ Pour une transformation a P et T constantes

Il est nécessaire de définir précisément le systéme dans ses états initiaux et finaux
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Théoréme

Remarque

Théoréme

Définition

Démo

CHIMIE 4

1 Principe d’évolution des systemes

Second principe
Il existe une fonction d'état extensive appelée entropies telle

1
- Se = L =[ —Q est I'entropie échangée
Tfrontiére de
AS = Se + Sc — Sc est I'entropie crée, elle est positive

Sc = 0 définit une transformation réversible
— dS =68, +dS.

— Transformation monotherme = Q. ey > Qirrev
— L’entropie d'un systéme isolé ne peut que croitre dans un processus réel
— L'entropie mesure le désordre a I'échelle moléculaire

— Equation de la thermodynamique statistique

R
S=kp 1H(Q) — kp = A est la constante de Boltzmann
A

SECOND PRINCIPE

m_i.[)e—(je—m:—'msiﬂoisiéme.pr.incipe.
L'entropie de tout corps cristallisé tend vers 0 quand T vers 0K

A OK I'ordre est maximal

2 Fonction enthalpie libre

g =H TS — @G est homogene a une énergie

Transformation monotherme et monobare

— Premier principe : AU = —Poyy(Vo = V1) + W+ Q = AH=W'+Q

Second principe : AS = T + S,

ext
— Variation d’enthalpie libre : AG = W' — T,;S. < W'
— Cas thermomécanique AG = —T,;AS, et AH =Q

= Au cours d'une évolution thermomécanique spontanée monotherme, monobarejsotherme, isobare F doit diminuer

pour atteindre un état d’équilibre thermodynamique ou G est minimal
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Identités thermodynamiques

A composition constante

dU = —PdV +TdS

— A composition constante
— Se démontre a partir de |'autre identité
_ — On a également dH = VAP +TdS
dg =VdP —&dT Q On inverse AdB et —BdA par rapport a dU

oG\ oG\ 0%\  H B oG
(7)== (o),=V (aT —-m e H=0-T (),
Relation de Gibbs-Helmholtz

Propriétés

3 Analyse d’entropies de systemes

3.1 Corps purs

dH,, = Cp,,dT + (aHm) dpP
T

oP
0Sm oS,
dHy =TdS,, + Vi dP =T (8T>p dT + (T <8P>T + Vm) dP

— En identifiant dT" dans les deux expressions
oS, B Cpm, — De maniéée analoguelgn identifie d P et on remplace
oT p - T dS,, = %dT — —dP ce qu'on intégre pour retrouver

une formule bien connue du cours de physique

Démo

3.2 Changement de température isobare

— Par ce qui précede
C — Cette expression peut alors étre intégrée
nCpm : s )
dT — Si on néglige les effets de température sur C'p,, on a

T AS =nCppy, In (§>
T

dS =

3.3 Changement d’état d’un corps pur

Le changement d'état d'un corps pur est une transformation réversible = S, =0

Par une application des 1°" et 2¢ principes

EA 2 H°

AS =
112 a

4 Propriétés de I'entropie en réaction

oS -
A,S = () =98 A A,S dépend de T, P,
ok /)rp =

Définition

292
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Définition

— A,S ne dépend que de T
A SO Z 19 S — On note souvent S; a la place de S,,,;

Q L’'attribut molaire se retrouve dans les unités

Influence de la température

Propriétés

dA,S° 3 9:C°p;  ACOp(T)
dr T a T

— S'intégre puis se simplifie si C° p; ne dépendent pas de T’

Approximation d’Ellingham : On néglige I'influence de T sur A,S° si il n'y pas de changements d'état
AS°(T) =~ A,S°(Tp)

Méthode

Prévision du signe de A,.S°
L'entropie étant grande en présence de gaz_—. pesordre, ArS°© augmente avec Zgaz

Théoréme

Loi de Hess

Z)\ ;) = AS°R(T Z)\ASORl( )

5 Propriétés de I'enthalpie libre en réaction

i = gl — p; est le potentiel chimique du constituant physico-chimique
0g —
AG = |47 = 9:Gi=> Vi A\ A, dépend de T, P, ¢
k& /)rr 5 i
— A;G ne dépend que de T'
: ™
S AGO(T Z 9:G:°(T) =Y 9ap®i(T) — AGO(T) = AHO(T) — TALS®(T)
E i Fonction affine de T" dans |'approximation d’Ellingham
&
Q
Influence de la température
[¢]
M = _ATSO (T) — Si le constituant ne change pas d'état
dT
RELATION DE GIBBS-HELMHOLTZ

w o
& d A,G°(T) . o o
E T L AH (T) — On utilise I'expression précédente
o dTr T2
Q
)
qE) L0| de Hess
5| - n = 8 g - S g
=
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standard de la réaction de formation

ATQO(TO) = ZﬁiAfgoi(TO) — L’enthalpie libre standard de formation est I'enthalpie libre
%

Au cours d'une transformation réversible, isobare, isotherme AG = 0

A ‘ Par définition toute grandeur standard relative a H(aq)+ est nulle a toute température

6 Constante d’équilibre thermodynamique

< o
.,c:), K°(T) = exp (_ATQ(T)> — Ou de maniére équivalente A,G°(T) = —RT In(K°(T))
NS RT
=
QO
Q
— Par la loi de Hess : (R) = 3, \i(R;) = K°(T) = [, (K°g,(T))™
RELATION DE VAN’T HOFF
On dérive la définition de K°
dIn(K°(T)) AH(T)
\§ a7 = RT2 — K° augmentegiminue avec T quand A, H® > 0« ¢
NI — Dans I'approximation d’Ellingham
S AHS  AS®
<% ° - _
S In(K°(T)) T b
Q.
Température d’inversion
S| La température d'inveorsion est la température pour laquelle K°(T;) = 1 < A, G°(T;) =0
~
S) Onaalors T, = =~
NS YASe
Q

AHC

On n’a généralement pas A, S° =

A Cela impliquerait A,.G° = 0 ce qui n'est vrai que dans certaines situationschangements d'états
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CHIMIE O

POTENTIEL CHIMIQUE

1 Potentiels chimiques

S 0g
)u’i((‘p) = g@(sp) = on — Le potentiel chimique est une grandeur intensive en J.mol™1
WOV TP 2ie)
S
E’ /\ Dans le cas d'un systéme polyphasé il faudra préciser le nom du constituant et sa phase
& — Un systeme plus stable a u plus petit
Q
IDENTITES THERMODYNAMIQUES
— Par identification dans I'expression de dG
N — Ces définitions sont aussi valables pour i(y)
dg = —-8dT + VdP + Z widn; — dU = TdS + PdV + Zﬁil pidn;
; N
v dH =TdS+ VAP + Y " | pidn;
RELATION D’EULER
g = Z s Cette relation permettra de calculer AG = G — G;
7
INFLUENCE DE LA TEMPERATURE
— Cette relation s'obtient par le théoréme de Schwartz
(8/@) =-G Ot )
- (] _ L - _ ¥ Q%
oT P Corps pur monophasé : T N = Smi(w) <0
INFLUENCE DE LA PRESSION
— Cette relation s'obtient par le théoréme de Schwartz
d OHicp)
13 v — Corps pur monophasé : | ——— =V* >0
9P =V oP . mi(p)
Tn; — L'influence de la pression sur p est grande pour des gaz et
négligée pour des phases condensées
RELATION DE GIBBS-DUHEM
dg = Zl nidu; + ZZ pidn;
A T et P constantes Z nzd,ul =0= Z xzd/lq =0 A 4G = —SdT + VAP + ZN pidn,
% 7 4
RELATION DE GIBBS-HELMHOLTZ
d Opi o
“ T Hi N .
- —_— = ——F De maniére analogue aux grandeurs non partielles
2 orT T2
Q
9 P,nj
Q.
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Propriétés

Propriétés

Propriétés

2 Expressions de potentiels chimiques

Corps pur

P
i (T P) = Wi (T)+ [ Viso T, PIIP

CAS DU GAZ PARFAIT PUR
* fe) P
i) (T, P) = () (T') + RT'In Po

CAS DES PHASES CONDENSEES PURES

MZ(PC) (T, P) = 1%i(pey (T)) + VTZi(s)(P - P°)

op | T Vmite)
A 8P J .

- M:(pc) (T,P) = H‘Oi(pc) (T)

Q On négligera si on n’a pas de données sur Vnii(s)

Mélange

CAS DU GAZ PARFAIT PUR

° P,
tiq)(Ts Pyng) = p1%g)(T) + RT In (PO)

CAS DU MELANGE IDEAL

CAS D’UN MELANGE SOLIDE OU LIQUIDE IDEAL

,ul-(q,) (T, nj) =~ ,u* )(T, P) + RT ln(Iz(w))

i(p

n; RT
— Pp=x,P=—
/V 1 . . 7
— On retrouve également |'expression suivante = Mélange
idéal

- ,u;‘(v) (T, P) est le potentiel chimique de ¢ pur dans le méme

etat phySIqueEtat de référence du corps pur ERCP

— On néglige I'influence de la pression

Solution infiniment diluée

SOLUTE
. C;
1i(T,Cs) = i ¢ooo(T) + RTIn (C)

SOLVANT

Hsolv (T7 xj) = Nosolv (T)

— On néglige I'influence de la pression
— L’état de référence est I'état infiniment dilué a C°, P° et T
Il est hypothétiquegtrapolation

— Onaaussi u;(T,z;) = p (T) + RT In (z;)

*
1,2,00

— L’état standard est celui du solvant pur
— Onazgy =1

3 Activité
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Définition

Hi(p) = Hi(e)” + RTIn (ai<w>°)

— L’état de référence est I'état standard
— a;° est I'activité du constituant relative a I'état standard
Elle est sans dimension

Dans I'état standard, |'activité du constituant i(y) est égale a 1

Propriétés

Composant Expression de a Etat de référence

. P
Gaz parfait pur a=— Standard

PO
Phase condensée pure a=1 Standard
Gaz parfait dans un mélange i) = po Standard
Constituant d'un mélange idéal; o, s Ai(p) = Ti(y) ERPCcorps pur
, Ci

Soluté a;,c = @ou Qiw = T; ERID jnfiniment dilué
Solvant Qsoly = 1 Standard

Définition

Systémes non_idéaux

Qi réel = Vi X Qi idéal

— Les coefficients d’activité,, dépendent de T et de la com-
position
— ~; = 1 si idéalité

A

Propriétés

Si les solutions ne sont pas assez diluées on ne peut assimiler K° a sa valeur dans la relation de Guldberg et
Waage = Ecart aux valeurs théoriques obtenues expérimentalement

Mélanges idéaux

AminZ = Zgin — Zini = Y, (Z -

%

= RTZn,- In(x;) <0

Amix = —\ A+
s < or > Pmn;

= —RZni In(z;) >0

Zi)

0

— Pour un mélange réalisé a T et P constantes

Pour un mélange idéal

wi(T, P,ng) = p! (T, P) + RT In(x; < 0)

On augmente le désordre dans le mélange

— On aalors ViH; = H* .

mu

— De méme A,V = — (M> =0
oP Tyn;
viv; =V,
— De méme ApizU = ApizH — PApicV =0
ViU, = U*

mi
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Définition

Théoréme

Démo

CHIMIE 6

1 Evolution spontannée

EVOLUTION ET EQUILIBRES

Affinité chimique

Z ﬁzﬂz =

23

(#)--ss

En appliquant le Théoréeme de Schwartz

0A
(57), =25 =(

6Ar9>

— Définition de de Donder
— A est une grandeur intensive de T, P,n; en J.mol !

D’une transformation thermomécanique et de I'identité
dG = —-S8dT' + VdP — Ad¢

A ) 46 =-8dT +VvdP + (Z ﬁim> e

i

DA\ Ny
(o7 )= v == (%7 ),

Condition d’équilibre

Pour un systéme fermé en équilibre thermique et mécanique avec I'extérieur, siege d’une réaction

— Condition d'évolution spontanée : Ad¢ > 0

— A >0=d{ > 0 : Evolution dans le sens direct
— A< 0= d¢ <0 : Evolution dans le sens indirect
— Condition d'équilibre : A =0

A=A°(T)— RTIn(Q,) = RTIn (

=— Zﬁim

i = ,uoi(T) + RT ln(ai)

2 Equilibre chimique

RELATION DE GULDBERG- WAAGE

Kilian Rouge

A=0< K°(T)

:Qr :Hafl
A

K°(T)

Qr

)

- (Z ﬂiuoi(T)> — RTIn (H afi> et on identifie

%

— On pose A°(T) = (Z Fip; > —AG°(T)

— On pose Qr = Hafi

i
o

A
— K°(T) =exp (RT

) a partir de sa définition

— A K°(T) ne dépend que de T
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Equilibres avec gaz
— On réalisera un tableau d’avancement ou on inté-

grera une colonne nyq tot
— Si X gq. Vi = 0 alors la pression n'est pas facteur

d'équilibree, , indépendant de P

On peut utiliser
— La loi de Daltons; p constante
— La loi des gaz parfaitssi 7. v constants

Méthode

A | Unités : T en K, V en m3, P et P° en Pa, n en mol

Systémes hétérogenes

— A partir de I'état initial il faut déterminer le sens d'évolution spontanén possipie repos chimique
— Dans I'état final deux situations sont envisageables

— Equilibre atteint = RGW

— Rupture d'éqU”ibreDisparition d'un constituant = § = Emax /\ Pas de RGW

()
;_8 On suppose I'équilibre et on calcule £.qrew et on vérifie {oq < Eman
0
S
- - - ’ 7
3 Variation des fonctions d’état
Passage par A1“ZUtile pourH
© 0z 0z . T . .
< —dZ == dT' + | == dP + A, Zd€ et simplification a P et T constants puis intégration
QO or Pn; or Tn;
g — Pour H on utilisera A,H ~ A H°
Utilisation de la relation d’EUIerUtiIe pour-les.autres._fonctions.d’état
— AZ =Z(§) — Z(0) puis expressions des deux Z avec la relation d'Euler
— n(§) =n;(0) + V€
® — On regroupe les termes en &
;_8 — On identifie A, Z(§)
g /\ Pour G on remplacera ici a la place les j;(£) par leur valeur
Pour S il sera plus astucieux d'utiliser AG = AH — TAS
4 \Variance
— V est la variance du systéme
— X est le nombre de variables intensives
*. T7 P7 T4
_ _R. — Rygeyp est le nombre de relations indépendantes
< 4 X Rmd ¢ Iléhase : thase z; = 1, RGW indépendantes,
S electroneutralité
s
'C‘da A\ On ne compte pas la relation 2 = 1 pour un corps pur
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Définition

Méthode

— L est le nombre de degrés de liberté
C'est le nombre de variables a fixer pour que les autres soient uniques
— C est le nombre de contraintes fixées par |'examinateur

L=X—-Rp,—C=V-C

A T.P
Calculs de variance

— Nombre de variables intensives
— Nombre de relations indépendantes

/\ Ne pas oublier comme relation les avancements identiques de deux composés d'une méme phase
— Variance
— Degrés de liberté

On suppose les solides non miscibles généralementSauf si métaux de méme structure et rayons proches
— La pression n'est pas facteur d eqU|I|bre- sans gaz ou si Zga.z 9, =0 .
Q — La température n'est pas facteur d'équilibre pour une réaction athermique e independant de T - Cf. Van't Hoff
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CHIMIE /

CORPS PUR

1 Changement d’état

On considére un changement d'état monobare

— P fixé= T reste la méme tout au long du changement d'état
= Transformation réversible

‘ — L1_,2 est la chaleur latente molaire de changement d’état

n£1*>2 =AH — En pratique nL1 59 = A1 59H
nl

AS = 12 — Réversible = Pas d’entropie crée
T2

AG = AH — T1sAS = 0 |

m2 g;nl_ et I'enthalpie molaire d'un corps pur est
A | son potentiel chimique

pi(Tis2, P) = p5 (112, P)

Propriétés

Influence de la température

Elément Expression Approximation d’Ellinghamsg; p — po
de * o o
H dT“" = Cpmy Hipo (T, P°) = HO (T
dSmgo CPm(,p
= —* * (T, P°) = S8°(T
Qi _ 52 <0 | 1, (T, P°) = o mp(T)
2 dT - me :U’mcp ’ =H me

Dans I'approximation d’Ellingham la courbe f(T") est dans les trois cas constituée de portions de droites
Contrairement a H et S la courbe est continue pour p

Propriétés

Transfert de corps entre deux phases

On étudie B(;)=B,), on a A = KBy — KBy = 0 ppg,, = [1B, a I'équilibre

De plus KBy > WBo) = A > 0 = Evolution dans le sens direct

La matiére descend donc les potentiels = Phase au plus petit u(7, P) la plus stable

Exemple

Equilibre liquide vapeur

P*
B; = By a un équilibre ot pj (T') = p°(T) = p°g + RT' In (P]g)

Py est la pression de vapeur saturante
— P < Pj = Monophasé vapeur
— P > P} = Monophasé liquide
— P = P} = Equilibre liquide vapeur

Exemple
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Exemple

éoréme

Th

RELATION DE CLAUSIUS-CLAPEYRON

Pp
dln Po _ AvapHoB
dT RT?

P*
Comme K° = P—Ji et par la relation de Van't Hoff

— Peut alors s'intégrer en

1 PE (T) AvapHOB ( 1 1 )
n = — RN —
Py R T T

Formule de Clapeyron

dP

Liso=T Vima — Vim1) a7

— Cette formule permet de déterminer les équations des
courbes de changement d'état sur un diagramme de Cla-
peyron
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CHIMIE 8

CHIMIE DES SOLUTIONS

1 Généralités

Equation générale
Donneur = Accepteur + Particule échangée < D=A 4+ P
Réaction Equation Constante de réaction Relation
Acido-basique =~ AH=A" +HT K, Guldberg-Waage
Complexation ML=M + L Kjou =Ky Guldberg-Waage
Précipitation M,Lz=aM + L K Guldberg-Waage
8| Oxydoréduction [R4=a0, +9.e” Ep /g, Nernst
& z/ite 0.06 ag
N~ E=Fy+ 3 In 3 2
§ e aRed
Q.
Etude générale
2 R
On considere D=A+1P
A Par la Relation de Guldberg-Waage
(A)(P) (4)
' (D) (D)
\&U} Ay pK, D pE -1 PE 41
2 v Diagramme de prédominance
[} :
o| Diagramme de Force
Q

[A]

Une espéce est négligeable devant I'autre si [a] < 10 soit pP < pK — 1

A | Pour comparer des réactions d’échange il faut que le nombre de particules échangées soit égal a 1

Réaction prépondé

rante

Définition

DEF: La réaction prépondérante est celle qui possede I'avancement le plus grand
— On peut la déterminer graphiquement

— Diagramme de force : Régle du gamma

— Diagramme de prédominance : Deux espéces aux domaines disjoints réagissent ensemble
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Régle du gamma

pK

Ay pKy Dy

On trace I'échelle des pK

On place les couples

On souligne ceux impliqués en tant que réactifs

— On détermine la réaction principale par la méthode du gamma

Ay pK1 D

Réaction quantitative

Equilibre de contréle

Méthode

A | On ne peut former de produit incompatiblepomaines disjoints avec un réactif

Méthode de la réaction prépondérante
Systéme initial

Systéme équivalent ——— Equation de RP

t v

Tableau de RP <«——— RP Quantitative ?

v

EC seul a considérer 7

Toutes les autres espéces sont petites devant
- Les especes du dernier systeme

- Les nouvelles especes de I'EC

Equation des réactions secondaires

\/ *

Fin Tableaux d’avancement simultanés

Y

Equations seules a prendre en compte ?

On envisage une réaction a la fois

Meéthode

A | Toujours commencer par tracer diagramme de force et de prédominance

2 Acides Bases

Forts Faibles
Acides Bases Acides Bases
Réaction quantitative : z ~ Cj Co—x~Cysi Kop <1

1 1
pH = —logCy pH =14+ logCy szi(pKa—logCo) pH:7+§(pKa+logCO)

1
- Amph0|yte : pH = 5 (pKal +pKa2)

A | Se retrouve en calculant Kq1 Ka2

Propriétés
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Solution tampon

5 DEF: Solution dont le pH est peu influencé par le milieu extérieur
:E' — On la réalise en formant un mélange contenant majoritairement AH et A~
5 = pH € [pK, — 1,pK, + 1]
Q
Premiére acidité forte < Dissociation totale immédiate dans I'eau en la base conjuguée
(19
Pour les polyacides
— Vegn = nveql
66 .. . . A + — h Ka2
— On utilise parfois la conservation de la matiere Cyp = [HA] + [H,AT]+ [A7] = [HA] (1 + o + W
al
3 Titrages
\§ I
qui — A I'équivalence il y a changement de la prédominance
S L'espece consommée a totalement disparue
Q.
— Commencer par tracer les diagrammes de prédominance des espéces superposés aux zones de virages
— Vérifier que la réaction de titrage est quantitative
— Attention aux réactions de titrage simultanéesy x < 04
Al On ne sommera pas les réactions simultanées
A
On peut vérifier la faisabilité d'un suivi pH métrique en approchant la hauteur du saut
Q On détermine le pH a I'équivalence et 2mlaprés
A la demi-équivalence pour une réaction quantitative d'un acide faible non initialement partiellement dissocié pH =
pK,q
P quantité consommée est égale a la quantité formée de base conjuguée
4 Conductimétrie
— On obtient des portions de droite si la dilution est négligeable et les réactions successives
Uz
g = A»Oi . . N . .. . . .
Z ? Vb + an(V) varie de maniere affine si réaction quantitative
1. V < VoGrand volume d’eau )‘OHSOJr 350ua
Vo+V
2. On trace o¢or = Ve £ Nou- |200ua
0
2 A° 50ua
= autres
B . .
2 AN Ne pas oublier les ions spectateurs
Q.
N
Q.
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Définition

Définition

Définition

CHIMIE 9

OXYDO-REDUCTION

— Les réactions d'oxydo-réduction consistent en un échange d'e™ entre
- L,oxydantAccepteur
— Le réducteurponneur

— — : Réduction

=\
Ox + 19ee A Red — < : Oxydation

1 Electrochimie

Cellule électrochimique

DEF: Une électrode est un ensemble composé d'un conducteur et d'un électrolyte
DEF: Une cellule électrochimique est une association de deux électrolytes souvent reliées par une jonction
La cellule électrochimique peut transférer de |I'énergie électrique par suite de réactions aux interfaces

Mode de fonctionnement | Type Energie chimique Energie électrique
Générateur Pile —
Récepteur Electrolyseur —

Force électromotrice

— Sens conventionnel d'orientation : Courant de la droite vers la gauchee- ge gauche a droite

— En court circuit soit a i =20
— e est la force électromotrice
— ¢; est le potentiel de ¢
e=o¢p— g — D'otie= (¢p — ¢sp,) + (dsp — P55) — (P55 — Pa)

e=%vYps, —Yasg + ¥ R Ypsy —Yesg,

La différence de potentiel interfaciale On définit

o
€” Tout en état standard

OxydAtion apode RéduCtion cathode

Pour une pile :

S

Anode - Cathode
— D

Le pole @ est celuide E le plus grand : e=FE, — FE_

2 Eléments thermodynamiques
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DEF:  Electrode standard & Hydrogéne : Pt|Hy ) :Pr, = 1b [Hi,q)™ :ap+ = Liepr =0
DEF: On appelle potentiel redox du systeme M|O, R, la fem de la pile constituée de
— Une ESH a gauche
— La cellule considérée a droite

— A courant nul

e =F, = QM — PPt.ESH P
Oz,Req ¢ qb ES — On définit EOOw,Rcd Tout en état standard

EQUATION PRATIQUE DANS UNE PILE

— Le terme de jonction est ici négligé
e=FEo,p Reqp = FO,c,Reac T U

€= EOzDvRedD - EOa:GvRedG _ ‘el — E+ _E_

Définition

— A\ Potentiel redox # Potentiel électrique de la solution

A | Sens conventionnel d'écriture O, + J .6~ == R4 et couple Oxydant/Réducteur

Etude thermodynamique d’une pile

— On étudie la pilesojutions - Conducteurs, Un systéme fermé
— On déflnlt ’&DOXD + ﬁ'GRedG:ﬂ'DRedD =+ ’lgGRedD
— On applique les deux principes de la thermodynamiqued

— D'otu dG = dU — TdS — SdAT + PdV + VAP = éW' — TS, — SAT + VdP
. . d _
DEF: On définit I'affinité électrochimique 6S. = ﬂ d'ot dG = 6W' — Ad¢ — SAT + VAP
— Or comme dG = —S8dT + VAP + Y, pidn; = —SdT + VAP + (3, ipi) d€
On identifie (3°; 9;u;) A€ = 6W' — Ad¢

— Ad¢ traduit de la partie chimique
— SW' traduit de la partie électrique

Ad¢ = W

U = —PegtdV + W' +6Q et TdS = TS +

L

ext

— La charge électrique échangée a chaque électrode est donc dg = Ayedne = Fdne = F(U.dE)

W' = —Wejee = —widt = —udq = = Fu(dp — ¢pg)dE = —FeFedE

— Comme A=A+ 9:.F(pc — ¢p)

A=19.Fe

Démo
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— En fonctionnement quasi-réversible; — g S = A =0

— Dans les conditions standard on a A° = ¢.Fe°




Expressions des grandeurs de réaction
Grandeurs de réaction Grandeurs standard
AG=—-A=—V.Fe AG° = —A° = - Fe°
0A,.G Je de®
AS——( ) —w() AS° =9, FSE
" or Jpe < \OT)pg i} < dr
Oe o R de®
" AH=AG+TAS=0.F|—-e+T|=—= AHE =0 F | —e® +T—
v oT Pg dT
51 2% it e coefficient de températ
S| —— est le coefficient de température
S| ar P
Q.
e = e° (T) _ RT In (Qr) A—A°(T) — RTIn(Qr) et A=9.Fe
Ve F A
Cas d’une transformation irréversible
::; — OnaiciAG=W'—-T,.S. < W' <0
& = Le travail utile cédé a I'extérieur est strictement inférieur a la diminution d’enthalpie libre du systéme
qu, — Les causes d'irréversibilité sont I'effet Joule et les surtensions
€1 Une pile peut rendre I'dme pour deux raisons
g — Atteinte de I'équilibre = ¢ = 9. F¢,,
QEJ — Rupture d’équilibre = & = &4z
Q<
Electrolyseur
S
E’ — L'énergie électrique apportée par une générateur est transformée en énergie chimique
& — Cette énergie apportée permet de forcer la réaction a évoluer a I'inverse du sens spontané
Q

3 Réactions d’oxydo-réduction

Utilisation

DEF: On associé a une demi-équation écrite dans le sens conventionnel ggqyction

A;gO _ 2 :ﬁiAfgoi — ¥ >0« o siiest du coté réducteuroyygant
2 -
i

— A1 G° est I'enthalpie standard conventionnelle
2

- A7‘gOPiIe:A%gO Couple rédox associé d'ou

— Comme A,G° = — Fe®
Et e® = E°0u/Red

A%go = *ﬂeonOm/Red

On peut alors calculer E°peq/0,
— De plus, 298 K , on a A%QO =3 %ip’;

Meéthode
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éoréme

> Th

éoréme

Th

>

Méthode

Méthode

Loi de Nernst
B0z Oy + Z ViA; + V€™ = VreqReg + Z ﬁ;A;

. 9,
RT @i Lol
E=FE°+ In !

E, le potentiel d'oxydoréductiong'gectrode €n V

E°, le potentiel standard du couple en V

Ve, le nombre d'électrons transférés

F = N x |e| = 96500C.mol ™! la constante de Faraday
R = 8.314, la constante des gaz parfaits

9 9 9
6f (ng;d H a“Al’i — T enK
; Oy
¢ — A @l ( )
Red
Don Y — A A 298K
0.06 asi 1]
E=E°+—Ilog Z RT
e alret I o 2 In10 ~ 0.06v
red Alq A F
i
A= A°(T) — RTIn(Q,)
a A=9FEoy/Red Et comparaison par rapport a ESH oli afp+ = ap, =1
A° =9eFE°0u/Red
| — Cette formule ne dépend pas du sens d'écriture de la demi-équation
Loi de Hess

(R)(ry)= D AilRi) + 3 1i(Ry) = AGoa, go= D NAG + D ;A1 G

. 7 e + —_
TOUJOUI’S eqU|I|brer avec H™ et non OH E° serait le potentiel standard apparent

Utilisation astucieuse de la loi de Hess

— Calcul d'une constante d'équilibre de réaction rédox

On utilise A,G° = —RT In(K°) en combinant les demi-équations

o

v K° = 100.06AE

— A utiliser aussi pour combiner les demi-équations avec les équations autre que I'oxydo-réduction

— pH-métrie
— Précipitation
— Complexation

Comparaison de F et E°

Sur un axe en E°

Gamma a I'endroit = K° > 1
9F

InK°=—AE° >0
A RT
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Une réaction est quantitative si K°(T') > 10* & AE° > 5
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Sur un axe en E
Gamma a I'endroit = Evolution spontanée

€

A=-AG=9.FAE >0




4 Diagrammes I/ — pH

Construction

— Classer toutes les espéces par degré d’oxydation croissant et par pH croissant dans un tableau

— Etudier les frontieres a DO constantreactions acido-basiques

— Etudier les frontiéres entre DO successifs a I'aide de la formule de Nernst et des conventions

— Etudier le diagramme
— Si un domaine est disjoint, I'espece est instable = Dismutation g, o, jes domaines dans cette zone de pH
— |l faut alors étudier la relation entre les espéces aux DO supérieurs et inférieurs

Les éléments aqueux seront toujours présents a faible concentration dans leur domaine de DO
Q = Partir de I'équation de E° connu et remplacer la concentrationggy par celle des éléments voulus

Les frontiéres sont continues = La connaissance d'un point supplémentaire ou de la pente suffit

Méthode
)

Kilian Rouge 310



cHIMIE 10

DIAGRAMMES BINAIRES LIQUIDE-VAPEUR

1 Mélanges binaires

DEF: Un mélange binaire contient deux constituants chimiques notés A et B
— Le systéeme peut étre caractérisé de deux manieres :
— Les fractions molaires z!y, 2%, 'y, 2%
— Les fractions massiques wl, w%, wh, w%

— On définit aussi

.. . . np
— La composition molaire globale en constituant B Xp =
Ntot
o . . np
— La composition massique globale en constituant B Wp = ——
Mot

Définition

A | Xp # zp sauf si le systéme est monophasé

2 Cas des liquides miscibles

Définition

— La variance d'un systéme binaire biphasé est V = 2
— On peut effectuer la température ou la pression et étudier I'évolution de zp

— Dans I'étude isobare, on trace sur un méme graphe
' 2 - . . l
— La courbe d’ébullition : T' = f(x})
— La courbe de rosée : T' = f(z%)

Propriétés

Mélange liquide idéal
A

Vapeura g

— On suppose A plus volatil = T < T}

— Si le systéeme est fermé, Xp = cste = Déplace-
ment sur une verticale

; : — On appelle trajet du liquide zpeur le déplacement

;.MU : de Mo

Liquide 44 5!

Vapeur 4 g:

Liquide 4 p L=2

A Pur B Pur

Théoréme

Théoréme _des moments
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g\ g I I — Ou géométriquement MGng = LMn,
(XB - :IJB)TI = (xB - XB)n — Existe aussi avec les fractions massiques et les masses

nB:XBnt R . g
d'oti Xp(n; +ng) = xpn +xEng

® A np = nlB + n%
Sl Connai e
S onnaissant n; = n; + np; on peut alors calculer n; et n,
‘_é’ — Le théoreme se généralise pour n'importes quelles deux phases en équilibre
Construction du diagramme
g — On porte un systeme fermé de composition 33690 = Xp connue a ébullition par transfert constant de chaleur
g — Le tracé de T'(t) fait apparaitre des points anguleux du passage du liquide a la vapeur que I'on repére
Qq% = Ces points feront partie des courbes d'ébullition et de rosées du diagramme binaire
Cas d’'un mélange non idéal
— Faible écart a I'idéalité
= Le fuseau est élargi
— Ecart important a l'idéalité
— Les deux courbes présentent un extrémum commun : le point homoazéotrope
— Si les interactions dans le liquide sont plusmoins fortes au sein d'une espéce qu’entre les deux, il est
\§ plus facileg;gicie de vaporiser le mélange = Minimum pjaximum
.Qgi On Parle .d’/homoazéotrope p05|t|f,,ég:;t,-f . . .
o — A\ A T fixé, la vapeur n'est pas toujours plus riche en constituant le plus volatil
Q.
Pour montrer |'existence d'un palier il faut montrer que £ =0 = T et x; fixés
Application aux distillations
— Distillation simple
— Ebullition puis condensation de la vapeur formée
— A partir du point initial, on monte a la verticale a titre constant jusqu'a la courbe d'ébullition sur
laquelle on se déplace jusqu'a I'arrét de la manip
— On ne peut séparer complétement les deux constituants
— Intéressant si les deux températures d'ébullition sont tres différentes
— Distillation fractionnée
— On sépare ici totalement les deux constituants
— On effectue plusieurs distillations simples successives qui forment des plateaux théoriques
— Dans le cas d'un diagramme avec azéotrope
© — Positif : Le résidu est récupéré pur, le distillat sous forme de mélange azéotrope
Q — Négatif : Le distillat est récupéré pur, le résidu sous forme d'un mélange azéotrope
E@ — Distillation réactive : On déplace I'équilibre en éliminant le produit le plus volatil
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T4 Vapeur
~_
Distillat
Résidu
N T
Liquide
i) 0 1
g A Pur B Pur
£
L
3 Cas des liquides non miscibles
Eau et molécule organique apolaire-aprotique
L=2
T o4 Vapeur 44 5
E— v — La courbe est composée de deux portions se cou-
3T . . e s
ro - pant en un point anguleux : le point hétéroazéo-
iquides T e trope
Vapeurap : ', . ’ .
! - 1 — La courbe d'ébulltion est I'ensemble des points
1 e d'apparitions de la premiére bulle de vapeur
L=0
\'E{} Liquidee 5 L£=1
+9
NJ)
N :
Q 0 " 1
Q A Pur B Pur
Q

La connaissance des lois de variations de P} et Py, permet de déterminer les coordonnées du point hétéroazétrope
— P(T) = P;(T) + P5(T)
Q — A pression fixé on lit la valeur de T’
— On en déduit P5 = Pxp

Applications

— Montage d'hydrodistillation
— On chauffe deux liquides non miscibles : I'eau et un composé organiqueayec d'autres composés volatils: 12
vapeur formée est recueillie
— Dans un montage in situ on ajoute une grande quantité d'eau dans le ballon
Le mélange doit étre plus riche en eau que le mélange hétéroazéotrope
= Le distillat est un mélange de B pur - eau et il ne reste plus de B dans le ballon
— Dans un montage ex situ, on fait circuler de la vapeur d'eau dans le ballon contenant B
— Distillation hétéroazéotropique
— Le but est de déplacer I'équilibre en éliminant I'eau formée par une réaction
On ajoute pour cela un solvant organique non miscible a I'eau et on utilise un Dean-Stark

Exemple
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4 Liquides partiellement miscibles

Définition

Phénomeéne de démixtion

Chaque phase est saturée de |'autre composé

— A partir d’un certain pourcentage des composés, il se mélangent partiellement

— En réalisant les expériences a différentes températures on peut tracer les courbes de démixtion

AT
1 Phase
Liquide 44
C
e
/// \\
// \
/ . \
/ Liquidea, 15,
/ \
/
2 Phases
/ |
/ |
‘ >
Courbe de démixtion
0 1
A Pur B Pur

Propriétés

L=2

Vapeur 44 g

T
£ :'1 . __— Tiquidep
Liquide 4
Vapeur 4
Vapeur 44 g
L£L=2
‘H Liquidep
Liquide 4 : \
/ ; \
Liquide 44 p L=2
/ £L=2 \
/ \
C \‘ le dé i -
T ourbe de démixtion
0 " 1
A Pur B Pur
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cHIMIE 11

ORBITALES ATOMIQUES

1 Mécanique quantique

Propriétés

Postulats généraux

L . A o h
— Dualité onde-corpuscule : Toute particule doit étre considérée comme une onde tel p = "

— Principe d'incertitude : Toutes les grandeurs ne sont pas observables en méme temps
AEAt > h et ApAx > h
On ne peut connaitre avec précision la position et la vitesse d'une particule

Propriétés

Propriétés

Equation de Schrédinger

— On associe une fonction d'onde ¥ (z, Y, 2z, t) Etudié en chimie 3 t fixé @ toute onde de matiére
— dP = ¢*ydT est la densité de probabilité de présence de la particule dans dr
On normalise alors la fonction tel [[f, v*¢dr =1

— On introduit un opérateur appelé I'hamiltonien : H dépendant de la nature des interactions
— Clest I'équation de Schrédinger

Iflw = F - w — Les fonctions v solutions sont appelées fonctions propres
Les valeurs associées sont les valeurs propres

Propriétés de H

— L’hamiltonien est un opérateur linéaire
— Deux fonctions distinctes solutions sont orthogonales
= L'intégrale de recouvrement est nulle : [[f, ¥ 1p;dr = 0

Brakets

— On introduit la notation (1;|v;) = [[[, ¥ivdr
— > ) et p* — (9]
— L’ensemble des kets est un C-ev sur lequel le braket est un produit scalaire
— On associe a chaque grandeur a un opérateur linéaire dit observable A
Le résultat d'une mesure est une valeur propre de A : Al)) = alt)
Ces opérateurs vérifient (11| A1)2) = (1o Alypr)*
Les fonctions propres forment une base orthonormable de |'espace des kets
— La valeur moyenne d'une grandeur a est définie comme (a) = (¢|A[y) = [[], v* Aypdr

Définition

Définition

Fonctions d’ondes dégénérées

DEF: Les fonctions d'ondes dégénérées sont les fonctions d'ondes associées a une méme valeur de F
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Définition

— Toute combinaison linéaire de fonctions dégénérées associées a F en est une aussi

Q On pourra remplacer deux fonctions d'ondes dégénérées par deux de leurs combinaisons linéaires

A. On pourra confondre 1 et —) car seul 1)*1) a une réalité physique

2 Modeéle quantique de I'atome d’hydrogene

Définition

— L’atome est constitué d'un noyau formé d'un proton et d'un électron
lls sont en interaction coulombienne
— Approximation de Born-Hoppenheimer : On considére le noyau comme fixepyys jourd

Propriétés

Mise en équations

— On se place en coordonnées sphériques en placant I'origine sur le noyau

: _ 19 (,0 1 0/, 5, 1 0?
— On exprime alors le laplacien A = 25, (r 67“) + m% <Sm(9)69> + ma—(pz
2 2
— L'équation de Schrédinger devient —h—Az/J S Y= FEy
2me dmegr

Propriétés

Energie_s

— L'énergie de I'atome d'hydrogeéne est quantifiée

— Ry =13.6 eV est la constante de Rydberg
— n est le nombre quantique principal
— De la résolution de I'équation de Schrédinger

Ry

n2

E, =

— En se désexcitant, I'atome émet une quantité d'énergie quantifiée

AE—Ry(12_12>

ny N

— L’atome émet un photon de fréquence AE = hv
— En s'ionisant Eo — E1 = 13.6eV

Propriétés

Fonctions propres : Orbitales

On recherche les solutions de I'équation de Schrédinger sous la forme
— Une partie radiale R(7)pepend de n et i
— Une partie angulaire Y (0, ©) papend de 1 et m,
— Chaque fonction d’onde solution est donc caractérisée par un triplet (n, [, m;)
— A n fixé, n valeurs possibles de [
A 1 fixé, 21 + 1 valeurs possibles de m; = n? valeurs possibles au total

l 01|23
Symbole X de 'OA | s | p|d| f

— On note nX,,,

Nombre n { my

Signification | Niveau d'énergie | Quantifie ‘ZH Quantifie £,
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Propriétés

Propriétés

Définition

Définition

Forme des orbitales

— —eyp™ représente la densité de charges

— R(r) donc v(r) s'annule en changeant de signe pour certaines valeurs de r
Les sphéres nodales sont donc les sphéres de rayon tel que ¢ s’annule

_ dP(r)

Dr(r) dr

= R2 (7‘)?”2 — D(r) est la densité radiale de probabilité

— Le rayon orbitale atomique comme la valeur de r pour laquelle D(r) est maximale
= Distance au noyau la plus probable
/\ A ne pas confondre avec la distance moyenne au noyau

— Le rayon des orbitales augmente avec n et ne dépend que peu de [

— La forme des orbitales dépend de la partie angulaire et de la partie radiale

Types d’orbitales

day de- dy: A7
: o©
Pz py Pz

6 co (

— Les orbitales s ont une symétrie sphérique
— Les orbitales p ont une symétrie de révolution et un plan de symétrie
— Les orbitales d ont O comme centre de symétrie

d,2 2 d,2 z

Autre type de représentation

— Surfaces d'isodensitép(yr) — cste
— Densité de points

lons hydrogénoides

— Un hydrogénoide est une espece ne comportant qu'un seul électron

2
R,Z
2

— Dans I'équation de Schrodinger on remplace e -+ Z x e = B, = —
n

= Attraction Electron-Noyau plus forte
— Les fonctions propres des hydrogénoides possedent la méme forme que celles de H
= Expansion spatiale plus faiblepjys contractées

Définition

Spin de I’électron

—

DEF: L'électron posséde un moment cinétique intrinséque S
— L’électron se comporte dans un champ magnétique comme un aimant
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Définition

Remarque

Propriétés

Propriétés

éoréme

Th

7

éoréme

Th

— Propriétés
— Norme quantifiée : HgH =/s(s+1)h

—s=5 est le nombre quantique de spin

s 1
— Sa composante sur z est quantifiée : S, = mz = +—

— On appelle spin-orbitale une fonction d'onde décrivant les coordonnées et le spin d’'un électron

3 Atomes polyélectroniques

On doit prendre en compte I'attraction du noyau avec chaque électron et les interactions interélectroniques
= On ne peut plus résoudre |'équation de Schrodinger = Approximation polyélectronique
DEF: Une fonction d'onde polyélectronique est produit de fonctions monoélectroniques

— Les fonctions d'ondes monoélectroniques sont appelées orbitales atomiques

— hxi(e)) = cixi(e:) et E=> "¢

Expression des orbitales atomiques

— On décrit toujours une orbitale atomique comme le produit d'une partie radiale et d'une partie angulaire
— La partie angulaire est analogue a celle obtenue pour I'atome d'hydrogéne
L'expression analytique de la partie radiale est analogue a celle des hydrogénoides en remplacant Z par

* e . 7z . Ve
=7 — O0iQu o; est la constante d’écrantage qui dépend de n et |

) — Z;Q — Ry =13.6 eV est la constante de Ritz-Rydberg
&i (nu ) - _Ryﬁ — ¢; dépend de n et de [ = Levée partielle de dégénérescence

— Chaque groupe d'OA dégénérée définit une sous-couchecaractérisée par n et 1

Classement énergétique des OA

— Pour une méme valeur de [, I'énergie augmente avec n
— Pour une méme valeur de n, |'énergie augmente avec [
— Cela ne suffit pas pour classer les OAce/s dépend de I'atome

4 Atomistique

Principe d’exclusion de Pauli

Dans un atome, deux électrons ne peuvent avoir leurs quatre nombres quantiquesidentiques
— Deux électrons par OA maximum pe spins opposés

— 2(2[ + 1) électrons par sous-couche

Régle de Klechkowsky
Dans les atomes polyélectroniques les atomes se remplissent par valeurs croissantes de 1 + lpjs petit n en premier
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éoréme

Th

éoréme

Th

Définition

Définition

Méthode

n\[|O0O 1 2 3 4
1 s
— A\ Uniquement pour les atomes et non pour les 9 2s 2 v
cations 3 |3s 3p 3d v
— Exceptions : Cr, Cu 4 4s 4p 4d 4f
5 5s bp 5d 5f bg

Régle de Hund

Lorsque plusieurs électrons occupent des orbitales atomiques dégénéréess,ys.-couche, 12 configuration la plus stable
est obtenue lorsque le nombre d’électrons de spins identiques est maximal

Magnétisme

— Un atome pour lequel tous les électrons sont appariés a I'état fondamental possede un spin total nul
= Diamagnétique

— Un atome qui possede des électrons célibataires a I'état fondamental possede un spin total non nul
= Paramagnétique

— Les électrons de valence sont les électrons
— De la couche de n la plus élevée
— Des sous-couches incomplétes
Les électrons de coeur sont les autresayssi appelés électrons internes

Configuration électronique des ions

— On part de celle de I'atome
— Anion : On rajoute des électrons en appliquant les régles
— Cation : On enléve les électrons les moins solidaires du noyauvajeur décroissante de n
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Propriétés atomiques

Propriétés

>

Ecrantage fort des électrons de coeur et peu des électrons de valence

v
R
%
Les rayons orbitalaires sont théoriques
On définit les rayons covalents, métalliques, cristallographiques, ...
v Pour des ions ry <r <1r_
A
e\x
>
L’énergie diminue avec ’attraction électron-noyau, donc Z* grand et R petit
On utilise généralement 1’échelle de Paulingcomparaison des enthalpies de dissociation
Polarisabilité
-
La polarisabilité est I'aptitude d’un atome & déformerson nuage électronique
Il augmente avec R
v
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CHIMIE 12

INTERACTION DE 2 ORBITALES SUR 2 CENTRES

1 Mise en place

Approximations

— Approximation de Born-Oppenheimer
— Les noyaux sont considérés immobiles
— La fonction d'onde totale est produit de deux fonctions d'onde; ‘yne refative aux noyaux, I'autre aux électrons
— Approximation orbitalaire
— On cherche une solution approchée sous la forme de produit de fonctions monoélectroniques, appelées
orbitales atomiques

Remarque

Modéle utilisé : Théorie LCAO

— On exprime chaque orbitale moléculaire comme combinaison linéaire des orbitales atomiques des différents
atomes

moléculaire 7

. — ¢;; est le coefficient de I'orbitale atomique j dans I'orbitale
i = E Cij Xy
i C’est I'inconnue

— On ne consideére que les électrons de valence pour décrire les liaisons chimiques
— Pour chaque atome on retient les OA occupées et éventuellement les OA vides de méme n
L'objectif est de résoudre I'équation de Schrédinger monoélectronique associée

Propriétés

2 Interactions de deux orbitales atomiques

La densité électronique est donnée par p? = c2x? + c3x3 + 2c1cax1X2

— Le premier terme prend des valeurs élevées au voisinage de A

— Le deuxiéme terme prend des valeurs élevées au voisinage de B

— Le dernier terme prend des valeurs élevées autour du segment internucléaire
Il faut normer la fonction d'onde : {p|p) =1 < 1 = c? + 2 + 2ciea({x1|x2)
On définit I'intégrale de recouvrement S = [[[, xTx2d7 = (x1|x2) d’ol

— ci est la probabilité de trouver I'électron au voisinage de A
— ¢ est la probabilité de trouver |'électron au voisinage de B
T+c3+2008 =1 2 ¥ i
C1 T Cy C1C20 = — 2c1c2S est la probabilité de trouver I'électron au voisinage
du segment internucléaire

— On part de I'équation de Schrédinger : hlp) = e|¢)
~ On la projette sur 1 et x2 hixile) = £(xile)

— «; est I'intégrale coulombienne relative a x;
— Elle représente |'énergie de I'orbitale x; seule

a; = (xilhlxi)

— Elle représente |'énergie d’interaction entre les deux OA

— [ est 'intégrale d’échange ou de résonance
— C’est une fonction croissante de S

B = (xilh|x2)

Démo
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ci(a; —e)+ca(f—eS)=0
D'ou en appliquant les opérations sur les brakets
c(f—eS)+ca(ag—e)=0
— Le calcul du déterminant de Cramerappelé déterminant séculaire donne une solution non triviale
— On obtient une équation du second degré en ¢ qui donne toujours deux solutions, pom
La probabilité de trouver I'électron est identique au voisinage de A et au voisinage de B = ¢} = 3
On peut construire o1 = c4(x1 F Xx2) et il ne reste qu'a déterminer les coefficients de normalisation

— Ontrouve c4 = ————=d'oll oy = ———(x1 F X2
o S1ts) ¥ TR
\(QE, Autre méthode de résolution : Calcul des énergies a partir de I'équation de Schrédinger
Q
\:_,3 |
2 — Par interaction de n orbitales atomiques on obtient n orbitales moléculaires
§ — Les solutions de I'équation de Schrodinger sont toujours orthogonales
Q

Forme des solutions

— @y, les amplitudes des OA s'ajoutentpterférences constructives = Les OA sont en phase
Nl =- Orbitale moléculaire liante
'qé — @_, les amplitudes des OA se soustraientterférences destructives = Les OA sont en opposition de phase
Qg = Orbitale moléculaire antiliante

Stabilisation

— L'OM liante est stabilisée par rapport au niveau initial des deux OA

— L'OM antiliante est déstabilisée par rapport au niveau initial des deux OA

— La déstabilisation de I'OM antiliante est toujours plus importante que la stabilisation de 'OM liante

AE_=F_ — €X1 > AE+ = €X1 — E+

8 — La force d'interaction est mesurée par la stabilisation AF de I'OM liante
K
Qg — Plus S est grande plus les écarts d'énergie sont importants

Diagramme d’interraction

/ \} — Les OA sont classées par énergie croissante
/ 7 — Chaque OM est reliée aux OA dont elle est combinaison

Propriétés
=
I
III/
=)

OA Différentes

— L'OM liante a pour coefficient le plus gros celui de I'OA la plus basse en énergie
— L'OM antiliante a pour coefficient le plus gros celui de I'OA la plus haute en énergie

— L'OM liante ptiiante €St plusmeins Stable que chacun dgs deux niveaux initiaux

— On a toujours AE_ > AFE, et ces deux termes %5

— Plus la différence d’énergie entre les 2 OA augmente plus la stabilisation ygstapifisation de I'OM liante ptifiante
diminue et la dysymétrie des coefficients augmente
= On néglige les interactions entre des OA d'énergies tres différentesy 12 _ 13 ev

— Deux OA de recouvrement nul n'interagissent pas

Propriétés
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Meéthode

Exemple

Propriétés

Propriétés

Définition

Propriétés

Reégles de remplissage

— Les OM se remplissent par ordre croissant d'énergie
— Chaque OM peut recevoir au plus 2 e~ de spin opposé
— Pour plusieurs OM dégénérées, la regle de Hund s'applique

Interaction a faible nombre d’électrons

Nombre d'e™ | Explication Stabilité

2 e sur orbitale liante Stabilisante

4 e” répartis sur OM liante et antiliante et AE_ > AFE, | Déstabilisante

1 Energie totale affaiblie Peu &tre stabilisante
3 On ne peut pas prévoir Jl

Dans des cas simples on peut faire le lien avec les schémas de Lewis
Ex : Le doublet liant est la double occupation d’'une OM liante; op antiliante étant vacante

/ * — 14 est l'indice de liaison
on'—n ; oo
| = — — n’ est le nombre d’e” liants
2 — n* est le nombre d'e” antiliants

Energie totale

— Le recouvrementpistance r N'est pas le seul facteur intervenant dans I'énergie totale
— |l faut prendre en compte la répulsion électrostatique
— La somme de ces deux facteurs donne la distance internucléaire

Différents recouvrements

— Recouvrements axiaux : Type o
— Recouvrements latéraux : Type 7
Les OM possédent un plan de symétrie

Eléments de symétrie

— Réflexion par rapport a un plan (o)
Inversion par rapport a un point (7)

. , 2 ,
Rotation d'un angle N autour d'un axe « : Cp (@) axe est O,

_ , 27 , o el .
— Rotation d'un angle ~ autour d'un axe « suivi d'une réflexion par rapport a un plan orthogonal : S,

Symétries

DEF: L'orbitale est dite symétriqueantisymétrique Si €elle est transformée en elle mémeg,, opposs Par réflexion par
rapport a un plan de symétrie

— Si par rapport a un méme élément de symétrie
— Une OA,, est symétrique
— Une OA,; est antisymétrique
le recouvrement (x;|x;) = 0 = Les OA ne peuvent pas interagir
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éoréme

Th

Méthode Propriétés

Propriétés

Principe de symétrie

Seules les OA possédant les mémes propriétés de symétrie par rapport a I'ensemble des éléments de symétrie
peuvent interagir
Trouver un élément de symétrie différent pour deux OA = Pas d’interraction
On note ggerade Si I'OM est symétrique par rapport au centre d'inversion et u,ngerade Sinon
A
Edifices plans
On distingue deux groupes d'OA qui ne peuvent interagir entre elles
— Symétriques par rapport au plan = Squelette o
— Antisymétriques par rapport au plan = Systéme 7
Etude de systéemes
/\ Bien définir les axes
— Théorie OM-LCAO = On ne prend en compte que les OA de valence de chaque atome
— Propriétés de symétrie pour déterminer les interactions
Liaisons multiples
— Une liaison double est toujours constituée d'une liaison 7 et d'une liaison o
— Une liaison triple est toujours constituée de deux liaisons 7 et d'une liaison o
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Propriétés

cHIMIE 13

INTERACTION DE 3 ORBITALES SUR 2 CENTRES

Par interaction de trois orbitales atomiques, on forme trois orbitales moléculaires

A s
/// \
T AN
! \

-

Y A2 D‘{\\// \ — Dans ¢ XA1 <> XB €t X442 < XB Ilan_t.es
N ’/\\\“D“SOQ \ — Dans @3 : xa1 <> xB et xa2 <> xB antiliantes
N SN — Dans : > antiliante et > liante
¢ ,\)_U XB Y2 - XAl XB X A2 XB

1,7 \\ e
xar {7 .
e
— 1 est plus basse que x 41 et xp car toutes les interactions sont liantes

2 est plus haute que x a2 et xp car toutes les interactions sont antiliantes
La position de 5 dépend de I'électronégativité des deux centres

— La forme des orbitales dépend du recouvrement des deux atomes

o > ¥ —o
Nl J

~
-0
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cHIMIE 14

EDIFICES DIATOMIQUES

Interactions de N OA

— On recherche les orbitales moléculaires comme CL des N OA
— Le systeme d'équations séculaires est un systeme de N équations a N inconnues
Une solution non triviale est obtenue si det = 0
Le terme générique du déterminant est H;; — 5;; avec H;; = (xi|H|x; ) et Sij = (xilXx;)

— Pour i # j, H;; est I'intégrale d'échange et S;; I'intégrale de recouvrement

— Pour i = j, Hy; est l'intégrale coulombienne de i et S;; = 1 norme

— Par interaction de N OA il ya N solutions = N OM

Les interactions a prendre en compte sont celle entre orbitales d'énergies proches et de recouvrement non

<)
\é nulpeme propriétés de symétrie par rapport a I'édifice
Q
Etude de systeme

— Référencer les orbitales de chacun des deux centres a prendre en compte

— Trouver des éléments de symétrie et étudier si chaque orbitale est A, S ou NS = Tableau

— Les orbitales de mémes propriétés de symétrie interagissent ensemble et forment un systeme
9 — Pour chaque syteme on élimine les interactions de trop grands écarts énergétiques;o 13 ey
d — Les orbitales n'interagissant pas sont conservées telles quelles
< . . . .
& — On fait interagir les orbitales restantes par couple ou tripletcr chapitres spécitfiques
S

Edifice A—A

— On a un systéme o et un systéme 7

— Systéme 7 : Recouvrement latéral d'OA d’axes paralléles = 2 OM 7 iante et antiliante

— Systéme o :

— Grand écart énergétiquep F,ne = Diagramme non coréllés jnteractions 3 2 OA identiques
Recouvrement latéral > Recouvrement axial = E, > E,

\é’ — Petit écart énergétique;;ge B,c v = Diagramme coréllé),teractions des 4 OA
2 Recouvrement latéral < Recouvrement axial = E, < E,
§ — Plus I'indice de la liaison est important plus la liaison est forte;ongueur petite
Q.
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Propriétés

Définition

Propriétés

Diagramme non correllé Diagramme correllé

E

-
~

20
T mpar o

’

»

~ -

N
%z 2py 202 N -7, 2pz 2py 2pz Pz 2y 20 N\ T T 7
\ ’ W\ / \ /)
Noo2my 2wy 7 \\\\/ S 2ew N \vf/,’
N ’ S Ny
N ’ aNYA N1
\ ’ AN )
AN
F SY
20, PERANEN ,/ W
J /N ey 2w .
’ v 7
V- LN
- ~. v - AR
: 205 > \o207 s
S~ -7 T~ \ -
2 Tl -7 2 R I~
s s 2s ~
204 204

2py 2py 2pz

Etats singulets et triplets

Dans un édifice de spin total S = sti il ya 25 + 1 état possibles
— 8§ =0 Etat singulet : Souvent diamagnétiquesauf 0,, radicaux,...
— S =1: Etat triplet

Edifices A—B

— Chaque atome met en jeu ses OA de valences ., p, . p.
— Le systéme 7 forme des OM 7+ localisées sur |'atome le moins,,s éléctronégatif
— Systéme o

— Electronégativitégpergies des OA de valence Proches = Corrélé

— Electronégativitégpergies des OA de valence €loignés = Non corrélép, nggiige

Définition

Orbitales frontaliéres

— HO : Orbitale complétement occupée de plus haute énergiecege e-
— BV : Orbitale vacante de plus basse énergiecapre -
Elles sont responsables de la réactivité des molécules
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Méthode

Exemple

Définition

Méthode

CHIMIE 19

Méthode des fragments

METHODE DES FRAGMENTS

— On découpe un édifice complexe en deux fragments plus simpleson ou 0A connu

— Les OM de I'édifice étudié sont obtenues en faisant interagir les orbitales de fragment d'énergies voisines

et de symétries compatibles

— On peut alors déterminer la forme et les énergies relatives des OM

Cas d’application

Hs linéaire ou triangulaire

H, tétraédrique, linéaire ou carré

He octaédrique

AH, linéaire ou coudée

AH; plan ou pyramidal

AH, plan carrécomplexes OU tétraédrique
AHﬁ octaédriquecomplexes

Ethylene, Acétylene, Formaldéhyde

Notations des OM

Lettres

a : OM non dégénérée symétriquec,, principal
b : OM non dégénérée antisymétriquec,, principal
e : OM dans un groupe de 2 dégénérées
f : OM dans un groupe de 3 dégénérées

Indices

SIS

: Symétriquec, orthogonal 3 I'axe principal

: Antiymétriq U€C, orthogonal a I'axe principal
: Symétriquepian horizontal
:Antisymétriquepian horizontal

: Symétrique centre principal

: Antisymétrique centre principal

Diagramme de Walsh corg/ation

On étudie I'évolution énergétique de la déformation
— On étiquette les OM en fonction de leurs propriétés de symétrie communes

— On relie par un trait les OM de méme symétrie dans les deux géométries
— La géométrie de la molécule est celle d'énergie minimale

Kilian Rouge

= Reégle de la HO :

Une molécule adopte la géométrie pour laquelle I'énergie de la HO est la plus bassea géfaut HO-1

Exception : HO radicalaire = Un seul électron
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CHIMIE 16

RESONANCE

1 Systémes conjugués

DEF: Un systéme conjugué est un édifice localement plan comprenant plus de deux atomes dont les OA de
valences perpendiculaires au plan peuvent se recouvrir latéralement
La planéité locale entraine un recouvrement maximal de ces orbitales = Stabilité
— Les électrons concernés occuperont des OM 7 délocalisées sur ces N atomes
On les appelle électrons 7w délocalisés

Définition

A | La géométrie peut étre en désaccord avec celle prévue par la théorie VSEPR

Motifs typiques
Liaison multiple Unique liaison simple | Liaison multiple ToT
Liaison multiple Unique liaison simple | Doublet non liant Ton
\V) . . ’ .
\;BJ Liaison multiple Unique liaison simple | Lacune électronique || mov
N
§ Doublet non liant | ynique liaison simple | Lacune électronique || nov
Q
Etude de structures électroniques conjuguées
— On définit le plan de symétrie comme le plan des atomes délocalisés
e — On sépare les OM en deux groupes
S — Squelette o : Interaction d'OA symétriques par rapport au plan
g — Systéme 7 : Interaction d'OA antisymétriques par rapport au plan
2 Théorie de la résonance
— Pour décrire correctement I'édifice, il faut écrire plusieurs schémas de Lewis appelés formules de réso-
NaNce,, formules mésomeres
— /\ On ne prend en compte que les formules les plus représentatives
= L'édifice est un hybride de résonance de ces formules mésomeresyjoyenne
?6 I d,?el /ﬁ\
| <> ®n /} - @
NNy X XIS
®,0 7
g \f = ~ ~oe/
= Groupe Nitro
L.%
\Q
Q
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Méthode

Propriétés

Ecrire les formules de résonance

— On déplace les électrons 7 ou n sans modifier la position ou numérotation des noyaux
— On déplace les électrons I'un apres I'autre en représentant le déplacement par une fleche
/\ Ne pas dépasser |'octet pour la deuxieme période

Formules les plus représentatives

1. Régle de 'octet respectée
2. '}Iombre de Charges forme”eSPréférer I'hypervalence aux charges pour la 3° période
3. Eloignement des charges
4. Charges en accord avec |'électronégativités sur
Deux formules de résonance sans charges = Les autres négligeables

A | Ne pas confondre charge & et lacune

A | Pour les espéces radicalaires, on déplace les électrons un par un

Meéthode Propriétés

Définition

Propriétés

— La stabilité des systemes conjugués se mesure par |'énergie de délocalisation
Elle correspond a la différence d'énergie entre la formule la plus représentative et |'édifice réel
— La stabilité est d'autant plus grande que le nombre d'e™ délocalisés est élevé

Décompter les e~ 7 délocalisés dans un édifice

On compléte les doublets et les lacunes non représentées

Les doubles liaisons apportent 2 e™

— A\ Un doublet sur un atome engagé dans une liaison multiple n'est pas délocalisépas pius de 2 e~
— Doublet conjugué avec une liaison multiple ou une lacune = Délocalisé

Composés aromatiques

DEF: Grande stabilité, additions difficiles, substitution facile, fort déblindage des H* en RMN7.g5pm
DEF: Est plan, totalement conjugué et possede 2(2i + 1) e” 7 délocalisés sur le() cycles
— Les composés aromatiques possédent une énergie de délocalisation trés importante
Ceci explique leur réactivité particuliére vis a vis de I'addition pjficie et de la substitution

3 Spectroscopie

Energie d’'une molécule

— Energie eIectronlque,_fnerg,-e des - des oM - UV-visible

- Energie de vibration Mouvement autour de la position d'équilibre - InfrarOUge
— Energie de rotationgotation autour du centre d'inertie : Micro-onde
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Propriétés

Spectroscopie

L'absorption d'une onde UV-Visible de fréquence v correspond a une transition d'un niveau fondamental
vers un état excité; o, 2 si I'énergie est suffisante

Chaque transition se traduit par une large bande car il peut y avoir des changements de niveau vibrationnels
et rotationnels

Les Spectros UV explorent le domaine >180 nm

Or les transitions 0 — o* et n — o™ sont dans I'UV lointain

= On ne repére que les molécules possédant des e™ 7

Effet Batochrome : La conjugaison diminue |'écart énergétique HO-BV = A4

= Une molécule ayant beaucoup d'e™ délocalisés~ ;4 devient visible a I'oeil

Kilian Rouge
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Définition

Définition

Démo

Définition

cHIMIE 1/

EFFETS ELECTRONIQUES

1 Effets inductifs

— /\ Ne concerne que les e™ o
— La différence d’électronégativité entre les atomes entraine une polarisation des liaisons covalentes
= Apparition de charges partielles +de et —de
— Chaque groupe Z est comparé a |'atome d’hydrogene
— Xz > xH = Z exerce un effet inductif attracteur, ;
— xz < xXH = Z exerce un effet inductif donneur_;
— Cet effet s'atténue avec la distance et ne ressent plus au-dela de 3 liaisons

2 Effet mésomere

— A\ Concerne lese™ 7
— Pour un groupe d’atome Z impliqué dans la délocalisation des e™ avec le reste de la molécule
— Si Z est capable de donner un doublet, il exerce un effet mésomére donneur, 5,
A chaque fois que le premier 1¢" atome de Z posséde un doublet conjugué a I'édifice
— Si Z est capable de capter un doublet, il exerce un effet mésomeére attracteur_,
A chaque fois que le 1°" atome de Z est lié par une liaison multiple au 2¢ moins électronégatif

3 Hyperconjugaison

Cas du carbocation éthyle

— Etude par fragmentation : On dénombre 2 interactions stabilisantes) -
— L'OM liante = Formation de la liaison o
— lInteraction de tYPe T recouvrement latéral entre lobes d'axe paralléle © = Effet d'hyperconJUgaison
— CHj3 se comporte comme un groupe donneur de 2 €7 partagés entre les deux fragments
— On explique le classement des stabilités des carbocations en replacant les H restants par des CH;

— Les groupes alkyles exercent sur un systéme conjuguég carbocation ou carbanion Un faible effet donneur
— Tout se passe comme si le groupe alkyle apportait 2 e~ au systeme 7

Q Pour ne pas se mouiller, ne pas prononcer le mot hyperconjugaison

— Généralisation =- Le remplacement d'un atome d'hydrogene par un groupe donneurattracteur au pied d'un
systéme 7 augmentepiminue |'énergie de sa HO et de sa BV

4 Conséquence des effets électroniques
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Exemple

Propriétés

Propriétés

Propriétés

Propriétés

Effets -I

—X —OH —OR —NH, —NO, —NR, @ —NHR
—NH;
—N —COyH —CHO —COR

Effets +I

—L —MgX —0°® —cof

Effets -M

—NO, (@) —SOsH O (@) O O (@)

0° H R OH OR NH,

—N

Effets +M

—0° —OR —OH (@) —NH, —NHR —NR, —X
04
/R

Composés ioniques

— Plus la charge est répartieconcetrée plus le composé est stabilisé pesiapifisce
— Un groupe a effet inductif attracteurpopneyr Stabilisegestaniise 1€s anions et déstabiliseg;apiiise les cations

Molécules

— Une molécule est d'autant plus stable qu'elle a un grand nombre d’e™ délocalisésr,mules de résonance
— Si les effets inductifs et mésomeres sont antagonistes, |'effet mésomere I'emporte en général
Exception : Atomes halogénés —1 > +M = Halogénes attracteurs

Autres effets

— Géne stériquepgstabilisant

- SOIVatatlonStabiIisant - lons mieux solvatés dans des solvants polaires

Comparaison de pk,

— Acides moléculaires : Plus la base conjuguée est stable plus |'acide est fort

— Basses moléculaires : Plus I'acide conjugué est stable plus la base est forte

Les effets électroniques sont plus importants pour les ions que pour les molécules
A= AG% > ArG% plus stable que 1 = Op montre AnG° x pi, = PKa1 > pKa2
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cHIMIE 18

REACTIVITE

Substrat 4+ Réactif —— Produits

1 Aspects thermodynamiques

— Si A,G° <0 alors K° est en faveur des produits
— AG°=AHO+TAS®

:&:} — A, H°® prend en compte les énergies des liaisons formées et rompues, la conjugaison, la tension de
2 cycle, les effets de solvatation, les liaisons hydrogéne
Q. e . ,
o — A,S° prend en compte les modifications de désordre
Q
Dans les raisonnements qualitatifs A, S8° < A H® = ArG° = A HC Tres grossier
— Une réaction tres endothermique est thermodynamiquement défavoriséeyo o |
1% — Une réaction trés exothermique est thermodynamiquement favoriséeyo -, |

2 Aspects cinétiques

2.1 Généralités

— La plupart des réactions requiérent plusieurs actes élémentaires qui constituent le mécanisme réactionnel

— Principe de moindre changement de structure : Au cours de chaque acte élémentaire il y a un nombre
limité de formations ou ruptures

— L'accomplissement de chaque acte élémentaire microscopique nécessite le franchissement d’une barriere
énergétique appelée énergie potentielle d’activation
Plus elle est élevée plus I'étable est difficiles, pjus faible

EP
EI{ A
A
Ep(4) B
Ey(B)
<
.Q T CR
By
S . e : . . . . s S
5 — Une étape beaucoup plus difficile est dite déterminante et impose sa vitesse a la réaction
Q
L - . . e o
£ Principe de microréversibilité
’q') 7 - 7 \ - - \ - n - 7 -
S0 Pour réobtenir les réactants a partir des produits, le systeme empruntera strictement le méme chemin réactionnel
é’ en sens contraire
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éoréme

Th

Propriétés

Remarque Meéthode Propriétés

Propriétés

Postulat de Hammond

Au cours d'un acte élémentaire, si deux états successifs ont
proche

une énergie proche alors leur structure est également

Théorie d’Eyring

— Enthalpie standard d'activation ATQ";"é

kpT —A,Go7

k== ~fgr

— Formule d’Eyring
— AHOF mE, =k =Aexp(

- a
ﬁ ) Arrhénius

Contrdle thermodynamique et cinétique

Der: [][Ai]* =[] k% = Contréle cinétique
DEr: [][A]% = HKX = Contréle thermodynamique

— Pour obtenir le produit cinétiquerormation facile-rapide : Durée faible + Température basse
— Pour obtenir le produit thermodynamiques;apie : Durée longue + Température élevée
/\ Si la réaction n'est pas renversable = Contréle cinétiquep,s d'équilibre
Prévision de la sélectivité
— Controle thermodynamique
1. Trouver le pI’OdUit le PlUS StableConjugaisons - Liaisons H intermoléculaires # Géne stérique, - Tension de cycle
— Controéle cinétique
1. Déterminer |Yétape CIéProfiIs énergétiques se séparent - # ECD
2. Déterminer le chemin réactionnel le plus favorableg,, /3 pius faible
Facteurs d’influence de F,,
— Interactions Stériq U€SEncombrement dii aux substitutions - Interaction des nuages électroniques trop répulsifs
— Interactions électrostatiques charges opposées
— Interactions OrbitaIaireSRecouvrement des OM du substrat et du réactif
— Contrdle de Charge : Réactifs dursFortement chargés - Peu de recouvrement des OM
— Contrdle frontalier : Réactifs mousgajplement chargés - Fort recouvrement
Si les deux profils ne se croisent pas, on peut déterminer la constante d'équilibre la plus grandeg,, fible €n considérant
Q les pentes initiales
Raisonnements en contréle cinétique de charge
— Réactif nucléophileg, e : Attaque la charge partielle &g la plus grande

2.2 Raisonnements en controle cinétique orbitalaire
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Démo

éoréme

Th

— Lors de I'approche I'ensemble des OM des réactifs A et B vont interagir, on distingue
— Les interactions entre deux OM occupées = Déstabilisantey -
— Les interactions entre une OM occupée et une OM vacante = Stabilisante; .-

Théoréme de Fukui

— La déstabilisation due aux interactions a 4 électrons est comparable = On compare les différentes stabilisations .-
2

A S .
— Or Stabilisation «« —— : elle augmente donc si

a 1. AFE est petit = Les OM sont d'énergies proches
2. L'intégrale de recouvrement S est grande

— On peut se limiter a considérer les interactions HO <> BV uteractions des orbitales frontalieres

Condition : HO-1 et BV+1 sont suffisamment éloignées en énergie des OF

— Pour évaluer la stabilisation on se limite a I'interaction HO<»BV des OF les plus proches en énergie
Cette interaction est appelée interaction principale

On admet que toutes les BV sont d'énergie supérieures a toutes les HO

A | Toujours placer les e~ dans les HO

Propriétés

A

Propriétés

Méthode

Electrophile et nucléophile

— Dans l'interaction principale un nucléophile met en jeu sa HO et un électrophile sa BV
— = Un électrophilep,cisophile €st d'autant plus fort qu'il capteceqe facilement un doublet
donc que sa BV o est bassep,uie €n énergie

Nucléophile | Charge négative importante localisée - Doublet peu encombré - Polarisable

Electrophile | Charge positive élevée et localisée

EIectrophiIie & NUCIéOph”ie = Notion CinétiqueAcidre & Base de Lewis notion thermodynamique

Orbitales frontaliéres et sélectivité

1. Plus la différence d'énergie entre les OF est faible plus la réaction est faciley, grang
— Eléments de ChimiOSéleCtiVitéCompétition des groupes fonctionnels des réactifs
2. Plus le recouvrement entre les OF est grand plus la réaction est facile
— Eléments de régio- et stéréosélectivité
/\ Si le recouvrement entre les OF est nul la réaction est interdite

Justifier des éléments de régiosélectivité

— Rechercher le couple d’OF de l'interaction principale
— Le réactif attaque le site de plus gros coefficientyjeur absolue SOit de lobe le plus gros

2.3 Exemples
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Propriétés Propriétés

Propriétés

Propriétés

a-énones

4 3
S T

— Liaison C=C conjuguée avec une liaison C=0_ Géométrie plane
— 2 sites électrophiles = 2 additions nucléophiles possibles; 2 ¢t 1.4

BV la plus importante sur Cysjte mou — Contrdle frontalierg; thermodynamiqueagms = A1,4
Charge @ la plus importante sur Cysite dur — Controle de charge = A;

Organométalliques

— Liaison carbone métal trés polarisée
— RLi>RMgX>R,CulLi

Amines

— NUCIéOph|||e . RNH2>R1R2NH2>R1R2R3NGéne stérique

— Le battement quantique rend |'azote encore moins accessibles

3 Classification HSAB de Pearson

Mou

Acide de Lewisgectrophile

— Accepteur petit, peu polarisable, fort @
— BV contractée d'énergie élevée
— HT,Lit,Na*, AICI,

— Accepteur grand, polarisable, faible ®
— BV diffuse de basse énergie
— |y, 1+, Br,, Brt

Base de Lewispyciéophile

— Donneur petit, peu polarisable, grand x
— HO contractée de basse énergie
— F7, HO™, H,0, RO™, ROH

— Donneur grand, polarisable, faible x
— HO diffuse d'énergie élevée
— H7, R7, 17, Ph;P, CH,=CH,

Les acides durs,ous ont tendance a s'associer aux bases dures,oies : Controle de chargefontasier

Kilian Rouge
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cHIMIE 19

DERIVES D'ACIDES

1 Dérivés d’acides carboxyliques

O
O (@) O O O
(o] _Ry
R N
R Cl R (@) R' R OH R OR' |
R z Ry
Chlorure  Anyhdride Acide Ester Amide
d'acyle d'acide Carboxylique
< Réactivité
2
=
=
&1 —CO,H : Groupe carboxyle
Q
Nomenclature
Dérivé Nom
Acide carboxylique | Acide alcanoique
Chlorure d’acyle Chlorure d'alcanoyle
Anhydrides d'acide | Anydride alcanoique
" Esters Alcanoate d’alkyle
O
:B Amide — Non substitué : Alcanamide
g — Monosubstitué : N-alkyl; alcanamide
Q — Disubstitué : N-alkyl;-N-alkylaalcanamideoy n,n-dialkyly alcanamide
Q.
Propriétés spectroscopiques
Dérivé IR RMN
Acide carboxylique — 1700-1725 cm~! : Elongation C=0 — 11-12 ppm
— 2500-3000 cm ™~ : Elongation —OH_age
Chlorure d'acyle — 1718-1815 cm ™! : Elongation C=0
Anhydrides d'acide — 1735-1750 cm ™! : Elongation C=0
0 p
N Esters — 1735-1750 cm ™! : Elongation C=0
N p
5 Amides — 1630-1690 cm ! : Elongation C=0
9 — 3100-3500 cm~! : Elongation N—H
Q
Obtention des acides carboxyliques
o o
‘ )J\ MCPBA )J\ ones HO/\
q H OH
Q1) RMgX, Ec O Anhyd o
\% |C| ) RMgX, EtyO Anhydre )J\
&= a 1 2) H,0 R OH
9 le) 27 a-b
b
Q ;. g v .
o — Hydrolyse des dérivés d'acide
Q.

338
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Propriétés physico-chimiques des acides carboxyliques

— Formation de liaisons H_, 7+ glevee
Solubilité importante dans |'eaucpaine < 5 - Formation de diméres dans un solvant apolaire

Acide faible dans I'eau

@ | Réaction avec HCO;™ comme test de présencepepiacement d'équilibre

— Uniquement une réaction acido-basique avec les organomagnésiens
DEF: Acide Gras : Acide a longue chaine carbonée~ ;o = Propriétés tensioactives

Propriétés

A | Alcanoateacide Carboxylique 7 Alcanolateajcool

Anhydrides d’acide

SR e

Anhydride acétique Anhydride maléique  Anhydride phtalique

Exemple

2 Réactivité des dérivés d’acide lors de I'attaque nucléophile

Mécanisme d’addition élimination

O A. E O

N )J\ N )J\ + 70

Equation R "Z R™ "Nu

o R o

)J\ + N — Nu~|—[0\e _— )]\ + Z°
R}z <z R” “Nu
Mécanisme e

Notes — Substitution nucléophile avec mécanisme d’addition élimination
— A\ Acide carboxylique : Nucléophile est une base = Réaction acido-basique
— C=0 est polarisée : Charge est importante = Dérivé plus nucléophile

La réactivité est plus importante si -1 est fort et +M est faible

_§ — L'étape d’élimination est d'autant plus facile que Z~ est bon nucléfugegp
3
Q<
3 Activation du groupe carboxyle
\% [ |
21 Activation ex-situ
§ On active un dérivé d’acide carboxylique en le transformant en chlorure d’acyle ou anhydride
Q
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0o socl, 0 o
' + + HCI
Chlorure d'Acyle R)J\OH Ou Py / PCl; R)J\Cl 2
o PO o O
4~10
_— + HO
R)J\OH A R)J\OJ\R — Agents chlorants : ROH —— RCl
Anhydride P O z
— est un déshydratant
L | OHHO PO 6-9 0 4¥10
o:<_):o : \\/\_74 + H0
8]
+
0 0 0 o o
N + _— + P
§ R)J\Oe R)J\CI R)J\OJJ\R
Q.
Activation in-situ par protonation
0n
QO . 7 1z e .
8 R, R>:O/H N R>®_O/Ho R O/H La.consommatlon.depl.ace I"équilibre vers la dr0|.t.e
s| @ Z>:° H S S zba_ Raisonnement orbitalaire : Egy ~\, = Electrophilie
)
L
Q.
Activation in-situ par formation d’un anhydride mixte
Cl . . ’
o — Choix de la chaine du chlorure d'acyle pour
a a éviter une attaque ultérieure
Cl Chi d'acyl A
8 a 0 o de Yamaguch o — NEt; déprotone RCOOH
‘0 R cl A . )
S R)LOH NE:, o et empéche la formation d"HCl g,
o o c
Q

4 Synthese des esters

Estérification d’un chlorure d’acyle ou d’un_anhydride

o o o)
Jsoro — [+ Hay,
R Cl R OR,|
o (o] o (o]
JL v Ron L, ~ N
Equation R 0" R R™ TOR R” “OH
Notes — La réaction avec un chlorure d'acyle est trés exothermique
_§ — Afin d’éviter un dégagement gazeux d'HCI on ajoute la pyridine
+—
®
\O
o
m A partir d'un phénol le rendement est faible = Estérification a partir d'un dérivé réactif en milieu basiquep,
9
S|
s Estérification des acides carboxyliques
3
'
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Réaction

o Estérification o
)J\ + ROH )J\ + H0
Equation R OH Hydrolyse R OR,
o /\ o.M ; OH OH
H < ROH : H
)J\ )O\D ? R—|—OH R OH
R “OH R Pon | P LR g:?-c R7©
........................ Prototropie
: H*
o H3O+ @{}/H R OHO/:
| —
R)J\O/RI R)\O/Rl RI/Ov N
Mécanisme |
Notes — Réaction athermique = K () et n(Z)

Réaction non quantitatives, tout ROH tertiaire

= Distillation hétéroazéotropiquepean-Stark

— Réaction lente = Catalyse aCideAPTS en faible quantité sinon OH protoné
— v=ko [RIOH] [C+] = koK [RlOH] [RCO2H] [H+]Etape 1 rapide

— Estérification intramoléculaire si le cycle formé est non tendu

Réaction

Trans-estérification

(o] (o]
, O R G
Equation R O R O
Notes — Pour placer I'ester en milieu basique avec un alcoolate = RO~ de méme chaine

Réaction

Réaction

Synthése d’esters méthyliques

(@) °o o (@)
) )J\ * HC-NZN —— )J\ N
Equation R OH R o
Notes Utile si le substrat possede une fonction carbonylergaction parasite

5 Synthese d’amides

Amidification

o
(o] H )J\
)‘J\ ¥ /'ll\ T R N/Rz + HO
B R OH R R2 I
Equation Ri
Notes A température ordinaire réaction acido-basique
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Acylation d’Hofmann

(@)
o H L R o
3 R Nz R Ry I R,
Equation Ri
Notes — Mécanisme d’'addition élimination

— Chlorure dvACyle ou an|']ydrideEsters : trés lenta et un seul équivalent

— En présence d'amines tertiairesp, p, basiques = Un équivalent

— Amines aromatiques : I'acide carboxylique,r, -~ déprotone = Un équivalent
— Est utilisé pour protéger les amines primaires et secondaire™ Moins nucléophile et basiques

Réaction

6 Retour a I'acide carboxylique

Hydrolyse des dérivés réactifs
o] O
)J\ + HO ——» )J\ + HCl
R Cl R OH
() O (@)
JUJI o+ w0 —— 2 |
- Equation R o R R OH
.9
= Ve - Y - - e
2 Notes Réaction tres violente = Manipuler en milieu anhydre
O
Q@
Hydrolyse des esters en milieu alcalinp,sjgue_- Saponification
2 ° OH
)
. )J\ * OH = )J\ o * Rl/
Equation R™ "OR A R” 7O
Notes — On utilise de la soude ou de la potasse
— Réaction quantitative mais lenteperniere étape, , déplace I'équilibre
3 — Premigre étape ECD = v = k[RCOyR1][HO ]
+—
®
\O
A
Savons
) — Les savons sont obtenus par saponiﬁcationHydrolyse de triglycérides en milieu basique
g — La formation de micelles dans I'eau résulte de I'effet hydrophobeg,e e Si la concentration en tensio-actifs
g est supérieure a la concentration micellaire critique
w
Hydrolyse en milieu acide
(o] + (o]
H
_5 + H,O [H] )J\ + RI/OH
§ Equation R OR, A R OH
O
Q@

Kilian Rouge 342



Hydrolyse des nitriles

o)
R—=N + HO0 + OH® )J\ +  NH;
A R

(@]
S R—=N + ZH,0 + Ho® )J\ + NH,
+~ ~
\§ Equation A R OH
ag
r - r ] - -
7 Dérivés d’acide sulfoniques
o) )OJ\
Ra
7
)J\OH )J\CI )J\om N
R|
o o o
I Q R
—S—OH —S—ClI —ISI—OR| —S—N
\
o o o o R
8 Acide sulfonique  Chlorure d'acide sulfonique Ester sulfonique Sulfonamide
B
& | Les réactions sont analogues a celles des dérivés d'acide carboxylique
Q
Synthése d’un tosylate
i noR
/
@ﬁ—g + ROH 2L S—O  + HCl
Equation o o
Notes — La pyridine joue le role de solvant, base et catalyseur
.5 — Le mécanisme est une addition élimination
©
3]
O
o
Synthése d’un mésylate
i 7R
/
—S—Cl + ROH + NEt3 ——> —S—0O + EuN—H + CI°
. I I
Equation o o
Sy [ e b |2 S
|— f— |—S=CH, < Cl—
N T | R G
Q i H\ Pl <] H\ oe
O—ISI—CH3 Prototropie @/O—S—CHZ<—> ®/°_|S|:\fHZ
L. ! oY R 8
S Mécanisme
S
R Notes H acide en o = Mécanisme différentg,
O
o
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Propriétés

Réactivité des tosylates et mésylates

— Substitutions nucléophiles = Excellents nucléofugesgp en présence de nucléophiles non basique

— Eliminations en présence de bases fortes peu nucléophilesg, o, B, p si H acide en o

& DBU, DBN, NEt,, tBuOK

8 Action des amines sur les carbonyles

— Amine primaire = Immine
6 — Amine secondaire = Enamine

Réaction

Condensation en immine

R
>:o + H,N—R

Equation R R
ya R |
N
4 wt C _ F NHR oly, Pr ><NH 0 N/R ~H _N/R
R ><OH (P—H H® >
Mécanisme H
Notes — Milieu pas trop aCIdeE’viter la protonation de I'azote

— Reformation du composé carbonylé par hydrolyse en catalyse acide

Réaction

Condensation des énamines

R R R /R
0] \ H N
+ N—-H — /N + H0
Ry / Ry R
. _ R’
Equation Rs Rs
Notes Le carbonyle doit posséder un H sur C, = Enolisable

Réactivité

Propriétés

— Immine : Analogue a celle des composés carbonylésc_y analogue s c=0
— Enamine : Bons nucléophiles o, ¢

— Dérivés halogénés = C-alkylation

— Dérivés d'acide = Acylation

— «a-énones = Ay-1,4
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cHIMIE 20

OXYDOREDUCTION EN CHIMIE ORGANIQUE

1 Epoxydes

Réaction

Epoxydation
R R4 R _O Q o)
>:< . \n/ oM o A + )J\
< R R le) CH2C| Rk RR4 R OH
Equation 2 3 2 3
S Electrophile -
S o d o
(o — o . Y
L x H-$0 3 OH
Mécanisme 2 S
Notes — Stéréo: Addition Syn

— D’autant plus facile que C=C est substitué par des groupes donneursg,,, »
— Pour détruire |'excés de peroxyacide on ajoute un réducteur en fin de réaction
— L’acide carboxylique est extrait par une solution basiquenatco,

cl
o
— On utilise souvent le MCPBAAcide métachloroperoxybenzoique O-CH
o o
+ HOp ——m— oH * H,O
L | Obtention des peroxyacides : )J\OH )J\O
Pour montrer qu'il y a oxydation ou réduction, on écrit les demi-équations
2 C* = 4 stéréoisomeres si substituants différents, trois sinon
e o)
/o_oe\;@\é\o pe— \O/O\/f/%(;oee \QJJ\\/\7O _ %o
x Epoxydation d'une C=C appauvrieene™ : H OH

Epoxydation énantiosélective de Sharpless

— Epoxydation d’'alcools allyliques primaires par tBuOOH catalysé par DET
— L'utilisation d'un catalyseur chiral permet une énantiosélectivité

— ee est |'excés énantiomérique
Ing — ny| q

ece = — x 100 = ’%d — %l‘ — ee = 0% = Mélange racémique
ng +mny — ee = 100% = Un seul énantiomére

Propriétés

Réaction

Action d’un nucléophile
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R R Nu
Ny + &% — )
Equation o o°
Notes — Reégio: Le nucléophile attaque C le moins encombré selon SNy : Attaque dorsale
,5 — Réaction sous contrdle stérique
S
]
O
Q@
R\W 1) RMgX - Et20 anhyd R R
gX - anhydre > /
a I , ... O 2HO" HO
Utilisation d'un organomagnésien :
‘ N7 LRMX R""i( R OH
a1 Cas particulier de I'époxyéthane : R0 = Allongement de la chaine carbonnée
L'éther est non dissociant = Les ions restent associés
Q L'eau est dissociant
Hydrolyse des époxydes
O _ HO RR
R A R + H,O [OH ] RH ’
- 4
Equation 2 Rs Rz OH
O{\ OH" OQ/RR)"Z HO RRB
R7 \ R4 RH 3 RH
S R | R Rz ©OH R, ©OH
Mécanisme
Notes — Stéréo: OH se fixe en anti par rapport a 'autre OH = Stéréospécifique
— Regio: Attaque sur le C le moins encombré
,5 — /\ Exception : En milieu acideprotonation —» HoO attaque le C le plus substitué
-
®
O
Q@
Dihydroxylation de C=C
¥ Der: C=C — Diol
+
L — Reégio: Syn : Hy0, + [0s0,]
§ — Reégio: Anti : Epoxydation — Hydrolyse
Q.
2 Coupure oxydante
Lemieux-Johnson
R Re anaio R Rs
>:< 4 >:O + O:<
. _ [0sO,] - Et,O
Equation R Rs 4750 R Rs
.§ Notes — 0Os0O, est le co-ocydant en quantité catalytique
+—
®
\O
A
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Ozonolyse

R R4 1) O, R R4
— D e —— o + O:<
_ 2) DMS
Equation R Rs ) R Rs
Notes — DMS : (CH;),S
R H I)o R OH
— 3 . >:o + o:(
4 ice - Ry Ry MO R R
— Ozonolyse non réductrice : ® 3 2 3
3 Méme chose avec KMnQO, concentré en milieu acide a chaud
=
8
O
Q@

3 Réduction des esters et acides carboxyliques

A | On ne peut pas oxyder des cétones

3.1 LiAlIH, : Tétrahydroaluminate de lithium

'3 — AIH,™ est beaucoup plus réactif que BH,~
7§ I\ || réagit violemment avec I'eau = Solvant aprotique anhydregt,o
o — Li™ permet une activation électrophile plus efficace que Na™
Q.
Action des aldéhydes et cétones
OH
j’\ 1) LIAIH,, /|\
—_——
. R™ "Ry 2)H,0" Ri R, H
Equation
° /ﬁﬂ
H _AlH; g
<O/1AI9_H o o : O\_J pR OH
M H /|\H - /i\H AP /i\H
Mécanisme 4
Notes — Hydrolyse en milieu acide pour éviter la formation de AI(OH)3(S)
.5 — L’hydrolyse détruit I'exces de LiAlH,
+~
®
O
@
H_ _Et
o) EE OH
K * HB” R
A ¢K ______ _H/.gz H 36

Rappel NaBH, :
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R //
H R)J\OH R)J\q R)J\OJJ\R R)J\O/ ' R ONH, R )
lo
Li® H—AT-H
s 3\
H
ROOH " Non R OOH RO0H R ONH, R ONH,
\% \ RI/\OH J
+2
‘21 Les hydrures ne réduisent pas les liaisons C=C
5‘ Peut aussi réduire les liaisons C=N des imines en amines
Q.
-0 v S S ©° - ;équivalent de NaBH, _
ok =— R/i\ _Ry R)J\H R|/I\H — Trois équivalents pour un acide carboxylique
|
4 R~ B\ -®0—-R, N H car d'abord réaction a/b
Réduction des esters avec des hydrures modifiés
° 1) DIBAL-H
EtZOAnhydre -78° o OH
+ s
Ra + )J\ R2
. R ~O 2) H;0 R” ~H
Equation
H o AlBu),  + HoH
9] HAI(iBu) / H,O 4
)J\ R 2 +o 3 —|—O
(@) EtZOAnhydre O SN
78° R q R
o . @go\/H H H
-H /
| — o
o A, &= 0, =
Mécanisme H O R
<
9 Notes HAI(iBu) : Hydrure de diisobutylaluminium H
&
Réactivité comparée des hydrures
Réduction NaBH, | LiBH, | LiAlH, | BH;
Aldéhydes o9 9 @9 @
Cétones o9 @9 o9 @
Ester o9 @0 o
u s e e
:% Amide g9 SO
= S P
§~ Acide carboxylique @ o9
Q.
348

Kilian Rouge




CHIMIE 21T

ENOLATES

1 Acidité des hydrogenes liés a des carbones

— Un H lié a un carbone tétragonal posséde des propriétés acides a condition que la base conjuguée associée
soit stabiliséeg, . Résonance

— Clest en particulier le cas pour un H porté par un C en « d'un groupe mésomere attracteur

— Mésomere attracteur fort & Base stabilisée = Acidité forte

Propriétés

A | Un autre H sur le méme C ne posséde aucune propriété acide notable

Groupe pK, : 1 groupe | pK, : 2 groupes
Nitro 10 4
Aldéhyde | 16
enyee En comparaison avec les alcanes pK, ~ 50
Cétone 20 9
o Nitrile 25 11
Q.
g Ester 25 13
g

A | Le H de la fonction aldéhyde n’a pas de propriété acide

2 Equilibre de tautomérie

§ DEF: Un équilibre de tautomérie est un équilibre chimique entre 2 isoméres de constitution qui ne different que
E par la position d'un hydrogene et par la répartition des e™ 7

E‘ds — Les composés carbonylés possédant un H en « du groupe carbonyle sont dits énolisables

sl .

£ | Equilibre de tautomérie céto-énolique

]

&
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o NG
H
R, Ry R,
Eq uation Carbonyle Enol!
O/_\‘ R _H O/H
H' =9 H
Catalyse acide H /%]( /T . )\'/
4 R H X AR
Rl R, R
Ri Ry R
<
R
o R, A o
e e
Catalyse basique R — t/— R)%(Rz
Ri Ry 0° -B R
N
R
R
S — |
Mécanisme Enolate
Notes — Equilibre trés peu favorable a la formation de I'"énols,uf déiocalisation et chélation

Réaction

3 Réactivité des énolates

Formation

— On déprotonne avec une base plus forte que I'énolate mais non nucléophile aggiti
Addition sur le carbonyle

®
Li eN/k

— Exemp/e : NaHpaps 7HF ou LDA /k Amidure trés encombré
1
!M (IPF)Z + LI(S) e (iPr)2N_ + LI+ + §H2(g)

Propriétés

A

Propriétés

Propriétés

| Si la planéité de I'énolate ne peut étre respectéecenes ou tensions » Dé€localisation impossible = Pas d'acidité

m L'acidité d'un H en « entraine |'isomérisation en milieu acide ou basique d'un carbonyle énolisable de C, asymétrique

Enolate cinétique

— Obtenu le plus rapidement = H sur le carbone le moins encombré arraché
— Basse température, temps de réaction court, base trés encombrée; pa en exces

Enolate thermodynamique

— Le plus stable = Posséde la C=C la plus conjuguée ou substituée
— Température élevée, temps long, milieu donneur de H*Equ,-/,-b,es peuvent s'instaurer, CEtONE en exces
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Réactivité des énolates
DEF: Nucléophiles tres réactifs possédants deux sitesgigentes NUCléophilesoyygene et carbone
— Carbone o : Site MOUPp|ys gros coeff sur I'orbitale frontaliére attaque si contrdle frontalierOu thermodynamique
— Oxygene : Site durcparge partielle Ia plus importante attaque si contrdle de charge
— Le contre ion et le solvant on aussi une influencepyotique polaire = Site O moins réactif
w0
2
?g H‘ Reégio: Une C alkylation ou une aldolisation ne sont pas stéréosélectives configurations équiprobables
of 66
N
Q
C-Alkylation
O
oL@
(@] (o]
H LDA i R-X R
—_— _
THF -78° THF
o°Lie
Equation —
Notes — A\ La cétone énolisable doit d’abord étre transformée en énolate
— L’atome de carbone nucleophilepo, attaque préférentiellement
— Compétition avec I'élimination : Rendement horrible avec des dérivés tertiaires
— Polyalkylation : Si il reste de la base et des protons il peut y avoir polyalkylation
— Compétition avec la O-alkylation
— Solvant protiquejmpipe 0
— Contre-ion durs sssocie au O
<
_8 - Rz'moulnterragit avec C
¥
3]
\O
Qc
A C-alkylation d'un aldéhyde impossible car I'aldolisation est plus rapideajdshyde meilleur électrophile que la cétone
O-silylation
o OSiMe3
Me3SiCI
NEt3
Equation
Notes — On utilise un chlorosilne
S Le silici lus d’affinité 0 H
_8 — Le silicium a plus d'affinité pour O que pour Hy; jiaison formée est d'énergie supérieure
o
\O
A
5|
s Hydrolyse des éthers d’énol
aQ
O
'
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R
\ + O
o H,O0-[H] Q{
/_<_ -ROH
S R R R R
Equation ! 2
R\ R\ R\
R X A
pu— @
Ry 2 Ry Ry R| R(ZDHZ
nt-\
%/\H A\ H
(0] + - -
2 -H :/ - ROH <%
, . R R, R| Ry R QROH
Mécanisme i 2
Notes — Un éther d'énol est obtenu par O-alkylation d'un carbonylé énolisable
< .
_8 - O'alkylatlonSOIvant aprotique, cation mou et R-Z dur
®
\Q
g
Aldolisation
OH O
o o NaOH
SO B
3 _ A
Equation 0(
o (\OH- o°® o o 0° Hy o OoH
g -
o )Lv -H,0 % )J\e )J\/|\-OH' )J\/'\
Mécanisme =
— La consommation de I'aldolate déplace I'équilibre
— On utilise une base pas trop fortepas pesoin d'acidification
— Le terme cétolisation n'est pas employé
Notes — Réactions renversables Tube dadmission
— Réactions sous contrdle thermodynamique 7ies jong / ‘
— Rendement satisfaisant avec les aldéhydescatone —s Gopiouche Siphon
< — Le mécanisme de la rétroaldolisation est |'inverse
.Q
-~
O
\8 Extracteur de Soxhlet
A
m L'aldolisation peut se faire en milieu acidepoins empioys : Addition de la forme énol sur le carbonyle protoné
19
Crotonisation
<
2 . . . , , . , -
s — Si le milieu réactionnel est chauffé on observe une déshydratation appelée crotonisation
& — La séquence "Aldolisation — Crotonisation" est appelée condensation aldolique
Q
-
Re) . . . .
5 Crotonisation en _milieu basique
(1]
QO
Q<
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Réaction

Equation

Notes — /\ S'il reste un H en «

— On forme une a-énone

Force motrice : ConjUgaison Produit stabilisé = Moins de chauffage
— Mécanisme Eqp

B>

Pas de déshydratation classique des alcools en milieu basique

Réaction

Crotonisation en milieu acide

OH| O

[H] Q °
A M ' M

Trés majoritaire Trés minoritaire

Equation

Notes — Clest une élimination classiquepotonation puis mécanisme E;
Regio: Régle de Zaitsev : Produit majoritaire est le plus stable;e pius conjugué

| R, R,
\ ) / Rs AN _O O o R ® o
B\ I 3 — R, fr—— \f +
B R
Q Ry R Ry R !

VV @>_é (@]
|
' \
NS H
66
E; > < Mosins acidegase conjuguée moins stabilsée

o~
H Eiep Rz

Crotonisation Aldolisation R

Propriétés

Propriétés

Aldolisation croisée

— Aldolisation non dirigée
Se fait avec un bon rendement si
— Un seul des carbonyles est énolisabley, seus énof
— L'autre est plus réactifype seule attaque
— Aldolisation dirigée
— Réaction entre deux composés carbonylés, dont un aldéhyde
1. L'énolate du premier composé est formé a |'aide d'un base forte
2. On additionne lentement |'aldéhyde pour former rapidement I'aldolgee - Ne pas déprotonner I'aldéhyde
3. On acidifie pour transformer I'aldolate en aldol
— Pour un aldéhyde et d'une cétone énolisable moins de restrictions

Enolate de la cétone plus stable et addition plus facile sur I'aldéhyde

Aldolisation intramoléculaire
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Propriétés

Si un substrat posséde deux groupes carbonyles dont I'un au moins est énolisable
— L’aldolisation intramoléculaire est favorisée si le cycle est non tendu

Méme nombre de liaisons formées et rompues et cycle non tendu = A HCinter = ArHC intra
A A S° inter < 02 réactifs — 1 produit et A S° intra & 0= K’Lnte'r < Kznt'ra

Réaction

Réaction de Cannizzaro Dismutation.-des.aldéhydes.non-énolisables.

O] ©)
Ph—q * OH T R oMt Ph—«
Equation H o°®
(o
Ph
S = W S |
— ) + 5.\
Ph_q P|-r|]o H H/(3 by P 0% pr” oo T O
Mécanisme
Notes — Le chauffage est la concentration importante de la base augmentent la vitesse
Ne se produit pas avec les aldéhydes énolisablesaqosisation plus rapide

Réaction

Réaction de Michael

- Y
o [B] n
04\ + N o -0
5
E quation Carbonylé énolisable o-énone O-dicarbonylé
o (EO + 40 1
Ny ———= EtOH \_ \_%
V H \ %
Mécanisme - B0’
Notes — La base comme EtO™ est utilisée en quantité catalytique
Interaction principale : HO énolate / BVa-énone
Régio: Recouvrement maximal = Ay 1,4 du site C™ de I'énolate sur |'a-énone

Propriétés

Annelation de Robinson

DEF: Séquence : Réaction de Michael + Condensation aldolique intramoléculaire

Réaction de Michael

Rwh.:& % ij G

OH

Q R Ry
— Crotonisation Aldolisation
Intramoléculaire
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A | Toujours vérifier qu'on arrive bien a la forme carbonyle la plus stable a la fin des mécanismes

Exemple

Nitrile Ester B-diester B-cétoester Nitroalcane

pK,=25 pK,=25 pK=13 pKo=11 pK,=10,2 pK =9

B-dicétone

4 Généralisation pour d’autres groupes avec des H en «

o o o o
Ny o o o o
G )J\/H EtO OEt EtO N___H
o ! ! 0”70

Propriétés

Réactions envisageables

C'aIkylationRéaction sur les dérivés halogénés
Analogue a IlaIdOIisationRéacﬁon sur des composés carbonylés par An
Réaction sur des a-énonesanajgue 5 Michael

— Analogue d'ion énolate : Donneur de Michael

(@]
~N
NS 7
OFEt

Nitrile-,B-insaturé

— a-énone ou analogue d'a-énone : Accepteur de Michael| Ester-oB-insaturé
— Permet la polymérisation des accepteurs
— Réactions sur des dérivés d'acides aqdition élimination

(@]
)%/g\oe

Dérivé nitré-&,B-insaturé

Réaction

Condensation _de_Claisen addition-slimination.

P

h
E-0° + >—<C5 s
W) o -EcOH

Ph 0° Ph (0]
— ©
E/—(C -— \\—4
\j OEt OEt

Ph\_«%

OFEt
B-cétoester
Ph (o]
e 0 Ph
Ph f—
\)H)LOBZ _ g OEt
, . -EtO O OFt
Mécanisme Ph &

DEF: Action en milieu basique d'un ester énolisable sur lui-méme
— Le [-cétoester est ensuite déprotonné par les ions éthanolate

Notes

HG
o4 "0 + O
I/‘ H Agpe
A q o + COp
! Puis tautomérie

Ry

— On peut prolonger par une saponification — Acidification = [-cétoacide
On peut alors décarboxyler pgpart de co, en milieu acide par chauffage a 150°

Propriétés

Condensation de Dickmann

DEF: Equivalent d'une condensation de Claisen intramoléculaire
— On utilise un diester énolisable pouvant former un cycle non-tendu

— On peut de méme prolonger par : Saponification — Acidification — Décarboxylation
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Synthése malonique
o

o o o o ) o o

M 1) NaOEt M HO, H,0 ou ) H

EtO OFt 5 nw  EtO Ot x O 0°  r o R\)J\
H 2) RxC-alkyIation R ASaponiﬁcation R 2) A, -C02 H

Décarboxylation

Acide malonique

356
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CHIMIE 22

CREATION DE LIAISONS C=C

— Eliminations par chauffage en milieu basiqueg,

66 ‘ — Déshydratation des alcools : Chauffage en milieu acideprotonation —s Eliminatione, o £,

Préparation des ylures de phosphore

; A | IS}
> @ X

Etape | P
P P
Halogénure de phosphonium

Triphénylphosphine
Ph
i R PO X°® , T
Etape 2 ga/u + Y\;ﬁh —> BuH(g) + LiX + R\G/P\@Ph
— Ph
_ H Butane Yiure de Phosbh
Equation ure de Phosphore
Notes B
1. Etapel

— Le sel de phosphonium précipite en solvant apolaire
— PPhj3 est un bon nucléophile car P est polarisable
2. Etape 2

— |l faut une base tres fortepg,; NaNH,, NaH car pK, ~ 22

— Si R est a effet mésomere attracteur, I'hydrogene est plus acide
— Semi-stabilisé : R=Ph,x, ~ 17
— Stabilisé : R:COZEtpKa ~8,5
On peut déprotonner avec des bases moins fortesgio- oH-

Réaction

Réaction de Wittig

Réaction
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Réaction

1
R{ Ph
Formule "ylure" Ce—®P/
& PR
2 + o) R R
)j\ >:< + O=PPh;
L} — 1
RLPh R R Rz R
Formule "yléne" C=PL Oxyde de )
\*Ph triphénylphosphine
R> Ph
e — |
E quation Ylure de Phosphore
R, R R, R
\WAER W CH o
e(|: 'K\ﬁHZ Cycloaddition (I:/)'(I:HZ lCI : + IPI\
L. PhPw_ O Phsp¥0 R SR,  PW 17 Ph
Mécanisme e & Ph
Notes — Forces motrices
— La liaison P=0 est tres forte = OPPhj; tres stable = K élevée
— Facilité de casser le cycle a 4
— Stéréo:
Ylure Non stabilisé, i, — 22 Stabilisécozgt :pKo = 8,5 | Semi-stabilisépy . pr, = 17
Configuration | Z E Mélange
— A\ La formule mésomeére ylure est bien plus représentative

Propriétés

Réaction similaire : Réaction de HWE

PI (@]
/’PW)L
E'i':(tDO OFEt
H
DEF: On utilise Triéthyphosphonacétate ey milieu NaOEt
— Le réactif est déprotonné et réagit avec les carbonylés
On forme des dérivés éthyléniques conjugués a CO,Et

— /\ Contrairement a la réaction de Wittig le mécanisme est en 3 étapes
Addition nucléophile — Cyclisation — Elimination
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CHIMIE 23

COMPLEXES

1 Complexes des éléments de transition

DEF: Un élément de transition est un élément du bloc d dont I'atome,, certains cations Ont une sous-couche d
partiellement occupée
DEF: Un complexe est un édifice polyatomique formé d'un centre métallique arome ou cation autour duquel sont
liés des anions ou molécules appelés ligands
— Un complexe organométallique possede au moins une liaison métal-carboneo, inorganique
— Les liaisons Métal-Ligand sont assurées par des doublets électroniques du ligand

5 — On parle de ligand monodente o, dente Si le ligand se fixe par un seulpjusieurs Sites sur le centre
E Dans le cas des polydentes on parle aussi de ligands chélatantsforme un cycle
s — On appelle coordinence le nombre de liaisons métal-ligand
Q
Le nombre d'électrons de valence d'un élément de transition est son numéro de colonne
Nature de l'interaction Métal-Ligand
8]
\-H . y 7 . 7
2 — Donation : Transfert d'électrons du ligand vers le métal
[} . . ' . .
o — Rétrodonation : Transfert d'électrons du métal vers le ligand
Q
« “ La réactivité des ligands est modifiée si complexésg, : Aicenes pouvant étre attaqué par des nucléophiles
S| Hapticité d’un ligand
B
& | DEF: Nombre d'atomes voisins du ligand qui se trouvent a une distance de liaison du centre métallique
Q
Géométrie
\U) .
\{‘5 Coordinence | 4 5 6
N
§~ Géométrie Tétraédrique ou plane carrée | Bipyramidep,se triangle OU pyramidepase carrée | Octaédrique
Q.
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Exemple

Définition

Propriétés

Définition

" c® o

S Xxe HO R® © =N 2

£ 2 2 2 3 0o ©

< 4 s 6ns
9

3 N PR3 H,0 0 =00 NN — RAR
2 2 2 2 4 2
S 2

=

6

Décompte électronique

DO du métal : Charge de fragmentation podele ionique

Q On fragmente le comple et on attribue le double au ligand = Charge restante = DO

Configuration d" : n est le nombre de™ de valence apporté par le centre

D \
N ombre Etectrons Valence : Somme du nombre d’e™ apportés par le complexe et les ligands
— Reégle des 18 e~ : Un centre métallique cherche a avoir la configuration du gaz noble qui le suit;g -
— Complexe stabless,;yras : 18e™
— Complexes réactifs : Moins ou plus de 18e™
Pour déterminer la charge du ligand on fragemente et on regarde si les atomes du ligand sont dans |'état habituel

2 Cycles catalytiques

Catalyse homogeéne

DEF:

Catalyse en phase liquide dans un solvant
Avantages : Sélectivité et possibilité de suivispectro, électrochimie
Inconvénients : pifficile 3 séparer

Les complexes organométalliques sont souvent utilisés en catalyse homogene pour accélerér la vitesse des
réactions thermodynamiquement possibles
Le cycle catalytique rend compte des transformations subies par le catalyseur
L'efficacité d'un catalyseur est déterminée par
— TON Turnover number ; Cycles de vie
— TOF Turnover frequency : Fréquence de rotationTon

T
/\ Souvent on introduit un précurseur qui donne dans une premiére étape le catalyseurHors cycle

Les réactifs se fixent sur le centre métallique du catalyseur—;gangs ce qui modifie la réactivité
/\ Pour pouvoir se fixer le catalyseur doit étre insaturé _;ge-
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— Le catalyseur est I'espéce présente avant |'entrée des réactifs et apres la sortie des produits

Q — Equation de réaction : Entrant — Sortant

3 Processus élémentaires

Définition

DEF: Types de réactions ayant lieu dans la sphére de coordination
/\ Processus élémentaires # Actes élémentaires
— En dehors des processus élémentaires certaines réactions
se produisent uniquement sur les ligandspjodification de la réactivité

l|—> Meécanisme concertés centres : Cis

Couplage OxydantDécoupluge réducteur

2 ORIV

. . M M
coordlnatlonComplexation L|/ + LZ L|/ \L2 DO - ®Nev T
. .. M M L
Dissociation v L, T~ + 2 DO — © Nev |
. . M M DO — © Nev —
Substitution K>, * b — o, v L ev
I—> Mécanisme diSSOCiatifDissociation - Coordination < V=k[LIL2M]
I—' Mécanisme GSSOCiatifCoordinau'on - Dissociation * V=k[LIL2M][L3]
X Y
Addition oxydante L/M\L + A, — ~mZ DO 1o Nevt
HH - RH - HX - RX - 00 - SiH I 2 Y L~ L,
|—> Mécanisme radicalaire
Meécanisme ioniquel étapes: SN2 - Fixation a l'opposé : Trans
Meécanisme concertés centres : Cis
X Y
Elimination réductrice L;M\L —_— L|/M\L2 + X\Y DO ! ©Nev !
] 2

~
2
—

(1,2) L/M\X + AZB —» L\M/A\B/X
Insertion (o]

Ligand insaturé
1,1 /M\ + OpF= ®
G sx czo L\M)J\X

1,2 L A X M —

[(3 éli|21ination M7 L~ Sx * A=B
Désinsertion (@) M °

1,1 —_— AN + c:o@

Sx éli?nination L\MJJ\X L X -

I—> Meécanisme en 2 étapesMigration - Dissociation

DO — © Nev —

|—' Mécanisme en 2 étaPeSCoordination du ligand - Insertion-migration (+ Souvent coordination solvant)

DO — © Nev —

Propriétés
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Propriétés

Exemple

Réactions de couplage

DEF: Une réaction de couplage permet la formation d'une liaison C—C a partir de réactifs qui ne réagiraient pas
entres eux sans catalyseur
— L'un des réactifs est un dérivé halogéné RX ou un triflate ROTf
DEF: Dans une étape de trans-métallation un groupe carboné lié a3 un métal se fixe a un autre centre métallique
du complexe du cycle catalytique

Polymérisation

— Le dérivé éthylénique est le monomeére
— On utilise un amorceur pour lancer la réaction
On distingue la polymérisation en chaine radicalaire, anionique, cationique ou par coordination selon |'amor-
ceur
— Mécanisme de la réaction : Amorcage création du centre actif — Propagation — Terminaison pegsactivation du ca
— Les chaines obtenues sont linéaires d'ol un caracteére cristallin copgsion et densité important
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CHIMIE 24

OM DES COMPLEXES

Propriétés

— Les OM des complexes sont obtenues par interaction des OA du centre métallique avec les OM des ligands.
N’interagissent que les orbitales d'énergie proches et de recouvrement non nul
— Pour le centre métallique : (n — 1)d, ns, np

g6 | Sauf rares exceptions £(,,_1)q < €ns < Enp

— Pour les ligands : Orbitales frontaliéres et éventuellement HO-1 ou BV+1

Définition Définition

Définition

Propriétés

Ligands o-donneurs

— Tous les ligands possédent une OM occupée pouvant se recouvrir axialement avec une OA d du centre
métallique = Le ligand est o-donneur

— La position du métal par rapport aux atomes du ligand est obtenue en recherchant le recouvrement maximal
pour cette interaction

— Les ligands sont généralement plus électronégatifs que les métaux, donc les OA d du centre métallique
sont d'énergies plus élevées que les orbitales occupées des ligands

Ligands m-donneurs

DEF: Ligand possédant une orbitale occupée pouvant se recouvrir latéralement avec une OA d du centre mé-
tallique plus haute en énergie

Ligands m-accepteurs

DEF: Ligands possédant une orbitale vacante plus haute en énergie que les OA d du métal pouvant se recouvrir
latéralement avec une OA d du centre métallique

Complexes octaédriques MLg

— On utilise la méthode des fragments
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Propriétés

Définition

Propriétés

H, Etiré —=> H4Plan carré; ymecries — He octaédriquess symécries jr—

‘\\\. “\\\. “\\\.
A\ \O

\

\\\\

®
-

®

A 73

\
o
A

> OM Antilliantes développées sur M
Premiéres souvent vides

s,

OM purement métalliques

||| S ||
-
&
i !,
-
<
2

%

N \“. o OM Liantes développées sur L
Remplies par les12 e” des L
@
/

Les niveaux relatifs des premiéres et derniéres OM varient

m Regle des 18 e~ = Pas de stabilité si antiliante occupée = Maximum 9e”
6

Le bloc d

DEF: L’ensemble des 5 OM dont la plus forte contribution provient des OA d du centre métallique
— Les n e de la configuration d"™ occupent toujours uniquement les OM du bloc d
— A, est 'intensité du champ de ligands
Effet o-donneur fort = Interactions d fortes = OM antiliantes déstabilisées = A, grand
A, augmente avec la charge de I'ion et quand la période augmente
— P est I'énergie d'appariement : énergie a fournir pour que 2 e~ occupent la méme orbitale
P ne dépend que de la nature du centre métallique et de son DO

Remplissage du bloc d

— A, > P Complexe a champ fort = Reégles habituelles de remplissage
— A, < P Complexe a champ faible = Maximum d’orbitales de tout le bloc en spins paralléles
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— Magnétique

— up est le magnéton de Bohr
n= \/ N(N + Q)MB — N est le nombre d'électrons célibataires du complexe

— Champ fort <+ Bas spin

— Champ faible <+ Haut spin

— Optiques : La couleur de nombreux complexes s'explique par les transitions d — d
/\ Le spin de I'électron doit rester inchangé

\_:g A — hc — Amaz est la longueur d'onde du maximum d’absorption
0 o Y A\ Couleur apparente = Complémentaire
. max
Q
N
Q
Pour un complexe a champ faible, on peut envisager une stabilité avec plus de 18 e™ car les antiliantes sont occupée
66 | avant la fin du remplissage du niveau précédent
Passage du ML4 on éloigne 2 H a oo
A
m Pour ML, tétraédrique les énergies des niveaux du bloc d sont inversées par rapport aux complexes octaédriques
(19
Ligand m donneur
/// \\
e \
// \
' Les nouvelles orbitales du bloc d sont antiliantes
N \ . e . . .
S 1) Augmentation de I'énergie = A, diminue
\& N -= "
+
Q
8
) M L
Q.
Ligand 7 accepteur
\ AN
\\\ \\
\ AN . .
" S Le.:s Twom./elles oryblltales_ du bloc d sont liantes
\ 7 Diminution de I'énergie = A, augmente
AN //
0 N I
\q-) \,
R
5
9 L M
Q
m La rétrodonation peut &tre mise en évidence sur les spectres IR jaison affaiblie = o N,
(19

Série spectrochimique : A, : m- donneurs < o-donneurs < w-accepteurs
(19
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CHIMIE 29

ORGANOMAGNESIENS

1 Organométalliques

DEF:

Un organométallique est une molécule comportant au moins une liaison C — Métal

— XMétal < Xc : le carbone porteur du métal est nucléophile
On peut réguler la réactivité du carbone en fonction du métal choisi : C—Li>C—Mg>C—Cu

Définition

2 Organomagnésiens mixtes

R—Mg—X

— R : est une chaine carbonéegns x si mixte
— X : est un halogéne

Définition

Nomenclature

lure d Bmagnésium

— R peut étre alkyle, alcényle, alcynyle ou aryle

Propriétés

Réaction

llis X l}ea) o o Le carbone se comporte alors comme un carbanion
R2—<|:5:Mg RZ—(IZ I MglX — Nucléophile
o+ .
R, R, — Basique au sens de Brgnsted, k., ~ 50
Ecriture covalente  Ecriture ionique — Réducteur
Synthése
Groupe alkyle, alcenyle, aryle R—X + Mg — R—-Mg-X
/X
Equation Groupes alcynyles R——CH + R-Mg-X — > R—H * R——C-Mg
Notes — /\ Synthese différente pour les alcynyles

— Pour démarrer la réaction, on ajoute un peu de RX et on chauffe avec les mains ou
on ajoute un cristal de diiode

Conditions de syntheése

Propriétés

— Solvant de réagissant pas avec les organomagnésiens : Polaire aprotique

= On choisit des éther'Oxydesliaison de complexation, stabilité, solubilité OU du THF anhyd re
— On évite la présence de molécules pouvant réagir acides, glectrophiles

En particulier H,O et O,,CO, éloignés par balayage
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— On évite le couplage de Wiirz
R—X+ R—-Mg—X — R—R + Mg—X,
En faisant en sorte que RMgX ne soit jamais en présence d'un excés de R—X
Ainsi I'ajout de R—X se fait lentement dans le magnésium

Propriétés

3 Addition sur les électrophiles

A | Les réactions acido-basiques sont prioritaires sur les additions nucléophiles

Addition sur la fonction carbonyle
1) RMgX
o ) RMg OH
- . R
3 _ )J\ 2) H,0
Equation
Notes — Formation d'un alcoolate de magnésium
— Réactivité
— Electronégativité
— Liaison 7 réactive
— Addition nucléophile
= Attaque perpendiculaire au plan : 2 possibilitées
,5 — Pour éviter une élimination lors de I'hydrolyse acideajcoor 32 ON utilise NH4Jr
-
8
O
&
Addition sur la fonction ester
o 1) RMgX CI)H
)J\ R’ R
. o”N  2H,0 |
Equation R
COK\RM X o° Mé@ x® R'OMgX (O
S
o [F Y R
RMgX
OH 0O Mg2©®
@ <HMEX +R
Mécanisme R R
Notes — Addition élimination
— Il est possible de s’arréter a la cétone a -78°et sans excés d'organomagnésien
3 — Pas de réaction des RZnX sur les esters — Puis élimination de ['alcool
)
S
O
Q<
S|
s Addition sur CO,
aQ
O
Q<

367
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Réaction

o) o OH

I

C 1) RMgX )J\ g ::Méx R I R
, 1 2) H,O R OH 2
Equation o 2 R
Notes — Formation de carboxylate intermédiaire

Réaction

Addition sur les epoxydes

o) ?H '}4
/
R|—CR4 DRMgX . R—C—C—R
, R R 2) H,0 Il
Equation 2 3 R2 Rs
Notes — Réactivité

— Tension du cycle

— Electronégativité

— Apparenté a une SNy
= Régioselectivité : Carbone le moins substitué

Réaction

Action sur un chlorure d’acyle

(] o
)J\ RMgX )]\ + CMgX
Equation Ri Cl Ri R
Notes — Les chlorures d'acyles sont plus réactifs que les cétones

— Arrét a la cétone si introduits en quantités équimolaires

Réaction

Action sur I'orthoformiate d’éthyle

H H +
* RMgX H,O.H R\H/H
e — _— >
. EtO Et R Et -2EtOH
Equation OFt Okt ©
Notes — L’hydrolyse acide permet de transformer |'acétal en aldéhydegetroacétalisation
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CHIMIE 24

ALCENES

Hydrocarbures insaturés

DEF: Les alceénesx. ojéphine sont des hydrocarbures aliphatiques,on ¢ycligues cOntenant une liaison C=C
— Les dérivés éthyléniques sont des composés contenant des C=C et des hétéroatomes
— les polyénes possedent plusieurs liaisons C=C
— Les alcénes sont généralement préparés par vapocraquage

Propriétés

A | Les composés aromatiques présentent une réactivité treés différente des alcénes ou alcynes

Réactivité des alcénes
3
+2
2 — Liaisons multiples de forte densité électronique = Nucléophile
S . - j . .
S = Subissent des additions électrophiles sur la liaison 7 pjoins forte
Q.

m Les alcynes terminaux ont des propriétés acides

66

1 Addition d’eau

1.1 Hydratation

Hydratation

: [H,50,] HO H

Equation
H HO H | H
2 H 8 | / HO / Majoritaire
_— 2
: ECD ® N | o |
H
(o}§ Minoritaire
4 . % 8 H - H' H
Mécanisme

Notes — Acide fort de base non nucléophilecharge dise (APTS, H,SO4,H3PO,)
Le catalyseur est utilisé en quantité stoechiométriqueyjtesse

— Mécanisme d'addition électrophile

— Reégio: Markovnikov

— C=C porte un groupe donneur ¢ tracreur la réactivité augmentegiminue

Réaction
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Reégio: Reégle de Markovnikov
Lors d’une addition électrophile d'un composé HZ sur un alcéne, le produit majoritaire est celui qui est issu du
o carbocation le plus stable formé lors de la 1™ étape
’% C_j,; est moins instable que Cf’e d'olt ET3¢ est moins instable que ET1e d'oll Epaze < Epq1e d'oll k3ze > k1
ﬁ) a
~
Hydrohalogénation
° Cl H
25°C
/§+C|H—>)\/H+)\/CI
Eq uation Majoritaire Minoritaire
Notes — HCI et HBr s'additionnent en milieu polaire
= .
.8 — Reégio: Markovnikov
+—
O
aQ
\O
o'

OR
ROH /i\
: H
| e Qe O
O R

O” "O” Déprotection par action du méthanol a chaud ou par hydrolyse acide

A | Parfois il y a migration d'un ion hydrure ou d'un anion alkyle = Transposition de Wagner-Meerwein

Halogénation
R R4 Br2 R;Rl Br Br \RR3
e R
= R R B R4 RK B
Equation 2 3 r 3 2 r
B
™
B
® g BV
R R4 Br Br  Re,
—_— + Br® —
Ry Ry R&{u‘;{gh RR,  Br §3 o
Mécanisme
Notes — Siéréo: Anti
— Cly, Bry, ICI
66 | Avec ICI la réaction est régiosélectiveparkovnikov
<
.Q
-~
¥
[0}
\Q
Q<
N OH
=\ + a-on HI .
a Acide hypochloreux a

1.2 Hydroboration-oxydation
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Hydroboration-oxydation

Réaction

: ) BH,, THF H OH
. 2) H,0,, OH , H.,O %J
Equation 272 2
B
R H
A) Hydroboration: 3 >:CH2 + BHy —— R
R, kz 3
Borane Trialkylborane
B
o H OH
B) H + 3H/o o +3 H,O 3 R + eB(OH)4 + ZeOH
R Kz
RS 3
Oxydation-Hydrolyse
OR
é'/+\e’o—o\ \B/R Réarrengement R\B_O/R I /||3\
7
R” R R e\(?_\?H O R/ RO OR
OR - RO RO
o )@ v Bom.
L RO™"~OR RO® R M RO™ o
Mécanisme
Notes Reégio: Anti-Markovnikov : L'atome de boregos se lie au C le moins encombré
— Siéréo: Addition concertée en syn
— Stéréo: L'oxydation-hydrolyse se déroule avec rétention de configuration
Autres réactifs
— Encombrés = Régiosélectivitég, . 95BN
6 Chiraux => Stéréosélectivité
r - \
2 Réductions des alcenes
5|
s Hydrogénation des dérivés éthyléniques
B
Q<

371
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R R4 H H
i T

. - Ni de R R} 'R

Equation R Rs e ey 2 Ry

~
0

| - Diffusion des réactants

2 - Adsorption pissociative pour H

H H
N /‘1‘/ | 3 - Réactions entre espéces adsorbées
@@ 4 - Désorpﬂon des produits
Mécanisme 5 - Diffusion

Notes — Stéréo: Syn
— Plus la double liaison est encombrée moins I'alcéne est réactif
— Réaction trés exothermique = Favorisée a température basse

— Catalyse hétérogene :
— Nickel de Raneyajiiage NiAl traité par la soude pour éliminer Al
— Nickel de Sabatierchaufrage de nico, : Monohydrogénation
— Métaux de transition Pt, Pd

— Blocage cinétique a T ordinaire mais mauvais rendement a T élevée=- Catalyse

Réaction

6 | surface massique élevée

— H, R Ra
R————R: -
Ni de Raney H HH

H

H, R R,
R——R: —
Pd de Lindlar

H H

Pd de Lindlar est un catalyseur de Pd désactivé, empoissonné par de I'acétate de plomb
H Ry

R— & 1) Na(s) dans NH3(I) a-33 _
Rz >_<
2) H,0 4 H

Hydrogénation des autres liaisons multiples

La réaction se produit a la surface des sites actifs, le catalyseur doit étre finement divisé et poreux pour avoir une

OH

R
H

o T
Ni de Raney - 100° 5-30bar R H

R2 R?.

Equation

chimiosélectivec—c c=0

Notes — Le choix de la température et de la pression permettent de rendre la réaction

Réaction

Propriétés

m Les dérivés benzéniques peuvent étre réduits a 100bar avec Ni de Raney
A

Catalyse homogeéne

— Catalyse réalisée a 25°C sous 1lbar en solvant organique

— On utilise le complexe de Wilkinson : RhCI(PPh);

— Réaction chimiosélective : Pas de réaction sur C=0, C=N et les cycles
Sélectivité : C=C la moins encombrée,ojyenes, alcynes en alcenes

— Stéréo: - Addition en syn
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Propriétés

Stabilité des alcénes

La mesure d’enthalpies de formation de la réaction d’hydrogénation permet de classer la stabilité des alcénes

a

— Un alcéne est d'autant plus stable que la liaison C=C est plus substituée
— On obtient préférentiellement |'isomére dont les groupes volumineux sont éloignés
— Un composé éthylénique est d'autant plus stable qu'il est plus conjugué
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Réaction

Propriétés

CHIMIE 2/

DIELS-ALDER

Réaction de Diels-Alder

(o]
</ HL 150°C - 30min
+ H
N H
Equation Diéne Diénophile Cycloadduit
o
I |
5 w6 5 6
= {7 H _— H
4
3 \’\ 5 3 :
Mécanisme 4 !
Notes — Peut étre effectué en solvant peu ou apolaire
66 | Solvant eau et réactants peu solubles = Accélération regroupement
— A\ Le diéne doit pouvoir &tre en conformation s-cis
La barriére de passage de I'une a I'autre est faibleg,; -1
Une configuration s-transs.cjs ne réagit pas,éagit beaucoup
— Mécanisme concerté en une étape = v = k[dienophile][diene] acte élémentaire
— Stéréo: Addition supra-supraj, o5 = Syn-addition
L=J
S-CiSs comme simple €St une conformation # configuration cis N =z

s-cis
Cissoide

Ne pas oublier que s — trans — s — cis et réagit aussi par Diels-Alder

s-trans
Transsoide

Caractere renversable

— Réaction exothermique diminuant le désordre = A, H° < 0 et A,.S° <0 = IT;, A, G°
= La rétro Diels-Alder est favorisée a haute températurev,nt Hofr
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Propriétés

éoréme

7

Interprétation orbitalaire

HO

— Souvent sous contréle cinétique = Controle frontalier
— L’interaction principale dépend des réactifs
— Recouvrement maximal = En phase = supra-supra

BV " HO

Ici en réalité la réaction du buta-1,3-diéne sur lui-méme est la plus favorableHo pius haute et BV plus basse

‘

Th

Propriétés

Propriétés

Reégle d’Alder
La constante de vitesse d'une réaction de Diels-Alder croit si

Demande électronique normale | Demande électronique indirecte, .

L'un est enrichi en électrons Diene Diénophile

L'autre est appauvri en électrons || Diénophile Diéne

)
m
Z
)
m

Fe Lav
Lev
Enrichir en électrons c’est rehausser les niveaux d’'énergie
h ;Ho

rHO

Diénophile Diene Diénophile Diene

Catalyse

— Avec les diénophiles contenant une conjugaison C=0 < C=C
Il est possible de catalyser avec des acides de Lewis tel AICl; ou TiCl,
— lls se fixent sur |'oxygeéne et permettent une activation électrophile du diénophile

Régiosélectivité

— Mécanisme concerté mais réaction non synchroneype Jiaison se forme avant I'autre
— La liaison qui se forme le plus facilement et impose sa régiosélectivité relie les atomes ayant les coefficients
dans les OF de I'interaction principale les plus gros

— Détermination du couple d"OF pjys proches en énergie
Q — Détermination de la premiére liaison forméepyys gros coefficients en valeur absolue
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Propriétés

Méthode

Stéréoselectivité

1

)
AN
"

£

©

m Endog,,dessous dessus
66

= 4 structures possibles

@ Méme coté du plan moyen
— Pour déterminer la position du diénophile on utilise la régle endo

A

A

Sous controle cinétique les réactions de Diels-Alder conduisent au produit endo

Sous contréle thermodynamique elles conduisent au produit exo H o H

Endo Exo

Si A posséde des e” 7 conjugués avec C=C
L'interaction prindpale est HODiéne conjugué enrichi en e~ x4 BVDiénophiIe appauvri en e~
A | Lors de I'approche endo, il existe une interaction secondaire en phaseg;pijisante = Energie d'activation plus faible

Si le diéne ou le diénophile présente un C*, I'un des deux diastéréoisoméres endo est obtenu préférentiellement car

les deux faces ne sont plus équivalentesapproche favorisée
" H‘ En solvant H,0, le rapport %endo/%ezo €st augmenté a cause de la proximité des réactantspis g'interactions secondaires
Bicycles
A Nomenclature
— "bicyclo[pontsnc-ane"
— La numérotation s'effectue d'une téte de pont
g gﬁ a l'autre en passant toujours par le pont le plus long
7
®
(/ D
+ /> - . o
X
“ Ve . 7 i
Réaction apparentée Cation allyle
Z A
Cycloadditi + —_—
ycloaddition gﬂl O
Réaction électrocyclique |)\'w s L ©
19 <&
=z
Réarrengement sigmatropique ),/\> a Q
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CHIMIE 28

METATHESE DES ALCENES

Métathése

H H H H H H H  Me
e e Al
+ = +
Me H Me H H H Me H

Notes — Réaction renversable réalisée sous contréle thermodynamique
— Réaction déplacée si I'un des produits est gazeux
— On utilise des complexes du ruthénium avec un ligand carbéne [Ru]=CHR

Equation

Réaction

Cat
Métathése croisée RA/R' + RNRZ Cd . RNRZ

Fermeture de cycle Q [Cat] Q
ZN —
A Polymérisation Cat —
Diénes acycliques — : +
Ouverture de cycle m L @
—_— .

La métathese est un outil puissant pour la synthese de macrocycles

Meécanisme

Succession de
- CyCIOadd|t|On5[2+2] Coordination — Couplage oxydant

- Cycloreversion Découplage réducteur — dissociation

M Le catalyseur [Rh]=CH, est obtenu a partir du précurseur en faisant une boucle

Propriétés

n |'absence de métal, les cycloadditions d’alcenes sont interdites par symétrie
En I'ab d tal, | loaddit d’al t interdit t
g6 | L'interaction alcéne/carbéne est permise

Métathése entre un alcéne et un alcéne possible
66 | = Formation d'un diéne conjuguépiess-aider

A—B A—B A B
L I — s 11 11
D=C D—C
L |
A=B A=B A—B
- —_— | I — s 11 11
D=C D—C

377
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m La métathése entre 2 alcénes est possible avec un complexe métal-carbyne

Décompte électronique carbéne
— Singulet : Neutre = Donne 2e™
— Triplet : Chargé2™ = Donne 4e~
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CHIMIE 29

FONCTIONS TETRAVALENTES

o} o} o} j\
c|JJ\c| ROJJ\OR ROJJ\CI H,;N™ ~OH
Phosgene Carbonate d'alkyle  Chlorocarbonate Acide carbamique

O -0 R

(@) ~
C N

J‘J\ )J\ /N// N//C//
gl MNT OR HNT ONH, R R”
0
S Carbamate Urée Isocyanate Carbodiimide
E Uréthane
Q.

1 Isocyanates

m Préparation par action de N3~ sur un chlorure d’acyle avec départ de N, , et transposition
L |

Action des nucléophiles
O]
Pe)
- R
/N//C + H/Nu _ \ITIJJ\NU
. R
Equation H
> T, i
N//// + H/Nu —_— ~ ﬁu - /ﬁJJ\I?Iu _Pl‘t:_ NJJ\Nu
- AV R & R
Mécanisme :
Notes — Epy(C=0) < Epy(C=N) donc C=0 plus électrophile que C=N
3 — Ex : OR™,0H™, NHR™ ou R—M puis hydrolyse
®
O
0 g

m Diisocyanate + Diol — Polyuréthane

2 Urée

m Action sur les dérivés d'acides

3 Carbodimides

379
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Réaction

Activation d’un acide carboxylique

" 8\#/\ R OQ O _NHR
- - —_ |
\n/ + R—N=C=N-—R, \n/ + ON=C=N—R, \n/ Y
) o o H Y O N_
Equation R
Notes — Réactivité analogue a celle d'un anhydride

m Action de H—Nu
L |

380
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cHIMIE 30

CINETIQUE FORMELLE

1 Vitesse instantanée d’une réaction

1.1 Formulation des équations de vitesse

Définition

1 dé‘ — 1, rate la vitesse de la réaction en mol.L—1.s~!
= —— — V, le volume du réacteur ou de la phase ou se déroule la
V dt réaction
On en déduit :

1 d[A ] _ 1 d[A;] — 4, les coefficients stoechiométriques
— T/ — [A;], les concentrations des réactifs
R A (A4

On néglige ici les intermédiaires et la variation de volume

Vitesses d’apparition et de disparition

) — €= —1: Vitesse de disparition
v = ed[AZ] — € =1: Vitesse d'apparition
dt — On notera vg ou vy
1,1
r= v B;) = —vq(B;

Définition

Propriétés

2 Facteurs d’influence

Loi de vitesse expérimentale

LOI DE VITESSE EXPERIMENTALE

— «; est I'ordre partiel

v=Fk H - Zai = « est I'ordre global

— k est la constante de vitesse
L'ordre et la loi de V|tesse d une réaction peuvent changer au cours du temps

On distingue I'ordre initial de I'ordre courant

Ordre | O 1 2

Si une telle réaction existe on dit que la réaction admet un ordre
Unité | molL1s™! | s | mol'Ls™?

DEF: On appelle molécularité le nombre de molécules devant collisionner pour initier la réaction
— Une réaction obéit a la loi de Van't Hoff si pour les réactants a; = 1J;
— Dans un acte élémem:aireL'équation refléte le déroulement microscopique = Ordre partiel =
= Un acte élémentaire obéit a la loi de Van't Hoff
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Propriétés

Propriétés

Propriétés

Démo

A

Définition

[

— «ay > 0 : réactifs, catalyseurs, amorceurs

— «a; < 0 : produitse, général, inhibiteurs
Influence de la température
Dans la majorité des cas k augmente avec la température
Lol EMPIRIQUE D’ ARRHENIUS

Ea — FEg , I'énergie d'activation de la réaction J.mol™1!
k= Ae RT — A est le facteur de fréquence

In(k) est une fonction affine de T
Catalyseur
DEF: Un catalyseur augmente la vitesse de la réaction et est entierement régénéré

— Il peut &tre homogenengiangé aux réactifs, h€térogene ou enzymatique

2.1 Résolution des équations de vitesse

Equation du type v = k[A]°

On résout : _119(1[11;1] = k[A]® On suppose 9 =1
=0 [4] = (4o~ kt
-—a=1= —d([;l] = k[A] = [A] = [A]ge™ ™
A e A [
—az2= rrat k[A] (:EA][A]Q = kdt@/{A}o A d[A] _/0 k dt
1 1 1
& {(1_0[)[14]&1} " = -kt & AT AT (v — 1)kt

| Ne pas oublier les conditions initiales dans la résolution

3 Etude de la loi de vitesse d’une réaction

Temps de demi-réaction

A
) est le temps au bout duquel [A] = &

DEF: Le temps de demi-réaction (t 5

1

2

— Pour un systéme d'ordre 1, la résolution montre que t1 est indépendant de [A]
2

— Pour tout autre ordre la résolution montre que t1 est proportionnel a W
2

0
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Méthode

Démo

Démo

Méthode

Détermination de la loi de vitesse

1d[A]

r=———— = k[A]* — [A] = f(t)

v dt

Méthode intégrale
Confrontation aux mesures :
— On formule des hypothéses sur I'ordre de la réaction et on vérifie la corrélation de la mesure avec
I'expérience (en se ramenant toujours a une étude de droite)
Méthode différentielle
On trace In(r) = In (k) + aIn([A]) on obtient une droite de pente n et d'ordonnée a I'origine In(k) si la
vitesse admet un ordre = Utiliser Ordinateur
Méthode du temps de demi-réaction
On mesure le temps de demi-réaction en changeant la concentration initiale
t1 = L_l =1In(t1) =In(®) + (1 — a)[A]g*
(A5 2
ln(t%) = f(In([A]o)) est une droite de pente 1 — «
Méthode des vitesses initiales
On applique la méthode différentielle a la mesure de vy pour différents [A]y (par tangente ou mesure de
concentration a petit intervalle de temps)
On peut alors déduire les ordres partiels puis k
Méthode de la dégénérescence de I'ordre OSTWALD

ol

A B
Si [l > [Blo on peut supposer la variation de [A] comme négligeable et poser k!, = = k[A]y
A Up pp
4 Cinétique formelle
Etude de A+B — Produits
d[A
= _<£lt] = k[A][B] ne peut étre intégré facilement
d
— En introduisant I'avancement, I'équation devient 4 k(a—&)(b—¢)
— On intégre alors cette équation a variables ¢ et £ séparables
Réaction réversible A = B
dlA
— Ud(A) = —L =7 —Tr-1 = k‘l[A] — k‘,l[B]
— On introduit I'avancement et on intégre
— Pourt — OO Equilibre "1 = T—1
ﬂ = [B]eq = KC — K est la constante d’équilibre relative aux concentrations
k1 [A]eq

Déterminer une loi de vitesse a partir du mécanisme

Kilian Rouge

AECD : L'étape cinétiquement déterminante impose sa vitesse
d[f
AEQS : [—]

/\ Etapes ol
— I se consomme facilementy, grang
— I se forme plus difficilementy, pégligeable

=~ 0 pour les intermédiaires réactionnels
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5 Reéacteurs

1.d¢ 1 dn;
— Comme dn; = ¥;d§; onar = v _19iV T

— Dans le RPAC, la composition est uniforme a tout instant

— F est le débit molaire
% =F,;+ Q9zV’I" — Fsz’ Contenu a t : Ce qui rentre - Ce qui sort + Ce qui est formé
dt Al dn = Foydt + 9, Vrdt — Fudt
r = ———(Fy —Fg _ - dn;
19V( ) En régime permanent i 0
. . — (@ est le débit volumique
= _W (Qei X ['L]e - Qsi X Ms) — La relation se factorise par Q; si Qe; = Qs
i

— On définit le temps de passage comme 7 = —

Qe

Démo
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cHIMIE 31

COURBES COURANT-POTENTIEL

1 Courbes courant-potentiel

< [ ]
§S)
= DEF: Une réaction électrochimique est la réaction d’échange d'électrons entre le conducteur électronique et un
& couple rédox de I'électrode
Ql
Soit une solution électrolytique contenant O, uniquement Soit une solution électrolytique contenant R, uniquement
Réduction : O, + ¥ ,e” — SR,y = Electrode = Cathode Oxydation : SR, — aO, + ¥,e” = Electrode = Anode
1de 1 dnr, 1 dno, 1 dn,- 1d¢ 1 dno 1 dnr_, 1 dn,-
— v = —— = — = —— = — — = —— = — = —— =
Rea "5t~ BS  dt @S dt V.8 dt O« T Sd  BS at oS dt 9.8 dt
— Ordg = Zdn,- — Ordg = Zdn,-
Dol 1 dq 1 1 Dol 1 dq 1 1
ou v = — —_ == le = ——— ouvp = — = g = ——
Rea =79 75 dt ~ 9.75° 9.7°° T V. F7SdAt  9.75" 0.7°
o ic et j. sont des grandeurs négatives iq €t jq sont des grandeurs positives
\;E, Vitesse d'oxydation ou de réduction o j;
Q
Mécanisme des réactions chimiques
1. Transport vers le conducteur
- MigrationChamp électrique
— Convection Gradient de pression
— Diffusion Gradient de concentration
2. Adsorption
3. Transfert électronique
z . Conducteur Diffusion Convection
4' Desorptlon Gradient naturel de concentration
5. Diffusion vers le coeur
9 ” H‘ On ajoute souvent un électrolyte support = Migration négligeable convection nulle au voisinage de la surface : Diffusion pure
©
=~
o — Si la vitesse d'échange est trés grande devant la vitesse de diffusion = Régime pur de diffusion
Q
Polarisation d’une électrode
— A I'équilibre, la formule de Nernst donne le potentiel thermodynamique FEyp,
— En présence d'un courant, I'électrode se polarise
n(z) — E(Z) — E, — (%) est la surtension
Transformation | Electrode | i; n
Oxydation Anode Positif | Positif Surtension anodique
Réduction Cathode | Négatif | Négative Surtension cathodique
— Le tracé des courbes i = f(E), .7 = f(E)Intensité-Densité de courant potentiel ou B = f(i)PoIarisation Permet
" d'étudier I'influence du potentiel sur la vitesse de la réaction
QO
Y " . 1A . ,
L Q Les courbes "densité potentiel" permettent d'étre indépendant de la surface
<}
N
Q.

Kilian Rouge 385



Propriétés

Contre-
dlectrode

POtentiOStatMontage a trois électrodes
— Le voltmétre est de grande impédance

E est parfois donné par rapport a I'ECS
A

Définition

Systémes rapides

i

A

Branche anodique

i1q

Définition

Démo

Red Ox
DEF: Valeurs importantes de E dés que i # 0
0 Fon . La pente est grande
E
— Structure de O, et R4 proches
Red Ox
i1e Branche cathodique
Systémes lents
i
A
Branche anodique
a
Red Ox DEF: 140 surtension a vide anodique
Blocage cinétique DEer: FE, potentiel de décharge anodique
PR — Structure de O, et Ry éloignéesrypryres
. 5. Ea 2
- I g

a0

Branche cathodique

Si aucune valeur de ¢ est donnée 7 sont données a vide

A

Intersection des asymptotes sur un diagramme 1 = f (log(i)) donne i° courant d'échange

Limitation par la diffusion

— Loi de Fick : Jr_,(7) = —Dgr_,

dCr_, (x)
dx

[Red] S i

_DR —

“ br., VTS

= A une distance > dg_,, le courant est constant = Courant limite de diffusion
— On note i1, = kr_, [Reqls

— De méme 71,
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Démo

Pas de limitation du courant par diffusion si
— L’espéce consommeée est le métal
— L’espéce consommée est le solvant
— L'espéce consommée est un soluté en concentration trés élevéepajier jamais atteint

A

Si seule I'une des deux espéces est présente, le potentiel de Nernst n'est pas défini
p p
Q On considérera qu'il est proche de E°

Si le couple met en jeu des échanges de protons = Potentiel standard apparent

Propriétés

Mur du solvant

— La diffusion de I'eau vers le solvant n’est jamais I'ECD, le courant peut atteindre des valeurs trés impor-

tantes
Les courbes de I'eau définissent le domaine d'inertie électrochimique ou le solvant peut étre utilisé sans étre oxyd
ou réduit

[0S

— 0,/H,0 est toujours un couple lent
e — H,0/H, peut &tre un couple rapide avec du platineg, fonction du métal et du pH

— On ne peut observer I'oxydation ¢quction d'une espéce dont la courbe intensité potentiel se situerait a des
potentiels plus élevésspes que ceux de la partie anodiquecathodique de I'eau
= Ces courbes sont derriere le mur du solvant

2— e s . . . . .
A 50O, est souvent utilisé comme contre-ion car il est électro-inactif dans I'eau

Diagramme réel

— Additivité : L'intensité globale est la somme des intensités des différents couples

A | La quantité d’électrons libérés est la somme des quantités libérées par chaque réaction

— Cinétiquement le réducteur; o,y gans le plus fort est celui qui posséde le potentiel de décharge anodiquecsthodique
le plus basgfevs

— Thermodynamiquement le réducteur/oyqan: le plus fort est celui qui posséde le potentiel de Nernst
anOdiquecathodique le P|U5 basélevé

Propriétés

Propriétés

2 Potentiel mixte

Potentiel mixte

— Si la thermodynamique conclut que la réaction n'est pas spontanée elle ne se fera pas
Si elle est possible I'étude des courbes courant potentiel donne des informations sur la cinétique
— On laisse le conducteur métallique a I'abandon dans une solution

@ . . . 7 et Em = EC = Ea
i=0 — Le point de fonctionnement vérifie
le = —lg
! =
— =
VeF S
1. i, grand = Grande vitesse
Oz Red, 2. i, petit = Petite vitesse
37 i, = 0= Blocage cinétique
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Propriétés

DEF: Un métal est d’'autant plus noble que son potentiel de corrosion dans un milieu est élevé

@ En I'absence d'indications Ecop ~ E°(M* /M)

Exemple

Méthode

Définition

Démo

Propriétés

Protection cathodique par anode sacrificielle

R

i

Cathode ,
@ M M+

Anode

M/ ——Ff— A7+

Eeor(M + M) — M’ est plus noble que M
\ — En présence de M, la réaction se produisant est la corrosion de M
B (M ) — En M’ il n'y a que la réduction de HT = M’ est protégé

Quand deux piéces métalliques de nature différente sont mises en contact, la vitesse de corrosion du métal le
moins noble est fortement augmentée et celle du métal le plus noble est fortement diminuée

— Méme couple de part et d'autre d’une vague = Ejy,

Q — Couple différent de part et d'autre d'une vague = E,,

Tracé approximatif des diagrammes intensité potentiel

— On classe les espéces présentes sur un axe en E°
— On trace les courbes individuelles d’oxydation et de réduction
— On somme ces courbes A\ En faisant attention aux murs

3 Corrosion

— Corrosion uniforme : Un métal seul est en contact avec une solution corrosive
— Corrosion galvanique : Deux métaux sont en contact avec le milieu = Le moins noble est corrodé

Vitesse d’usure dans le cas de la corrosion uniforme

— dq = icordt = dn-F

Cdn— dn,-  icordt
a Ve a Vo F
dnM (M)
—dV=—"—"2=_9de
p(M)
de icmnM(M)
— = Ucor

Aération_différentielle
Lorsqu’'un métal plonge dans une solution présentant des différences de concentration d’une espéce oxydantegy : o,,
il y a corrosion du métal dans la zone en contact avec la solution la moins riche en oxydant

RT ([02] ) 2 RTIn10

Eo,/m20(T) = E°0,/m20(T) + Y3 In oo —

pH = @ du cbté ot [O,] est la plus grande

A
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Propriétés

Phénomene de passivation

A
1 1 1
1 1 1
1 1 1
Fer = Cathode 1 | , H20 0,
1 1 1
1 1 Potentiel de Flade 1
Fq Fe\, I
|  Ep |
1 L >
1 1 1
: Domaine  de : Domaine de passiva- : Domaine de transpas-
: corrosion : tion : sivation
I 1 I . B N
I, g+ ! | | Ozydation 48 leau o la
: : : surface passivante
1 1 1
1 1 1
1 1 1
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CHIMIE 32

CONVERTISSEURS ELECTROCHIMIQUES

Anode | Cathode

Oxydant ~ APO* | Oxydation APOT

Pile S ©®
¢ Réducteur APO— | Réduction APOL

Electrolyseur | @ S)

1 Pile

DEF: La réaction de fonctionnement est la réaction spontanée entre les deux couples en présence
<

i

Anode Cathode A

Red;———»Ox;

\ - U= AE’utilisation -7
! — A\ Courbes instantanées
:Tension d’utilisation = Se déplacent avec Ie tempS

FEyj, varie au cours du temps
A th p

Ox1/Redy > Ows/Reds

Propriétés

Il faut raisonner sur les intensités et pas sur les densités de courant car a priori les surfaces de |'anode et de la
cathode sont différentes
Al = On fait I'hypothése que les surfaces sont identiques

Bon générateur

— fem eIeveerydant et réducteur fort
Limiter les surtensions seuilsystemes rapides ou catalyseurs

Concentrations élevées
— Résistance interne faible

Propriétés

2 Electrolyses

o
o
S

En imposant un courant opposé a celui de la pile, on force le systéme a évoluer dans le sens opposé au
sens spontané

Définition
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Démo

Oxl + 1966_ = Redl
- = 0,1 + Regp=Req1 + Oy

OX2 + 7966_ = Red2
— AvGRr = Ve F (B2 — Egn) > 0= dGrp = 0.7 (Eipg — Egpy)dE
Le travail mis en jeu est 0W' = Uidt = Ut FdE

Propriétés

Propriétés

Propriétés

. ;.
— Second principe = dgT,P < oW’ soit Eth2 - Ethl > UCondition nécessaire de rédaction
m Eth ~FE° = EappoMieux
Pour les systemes lents, les prévisions thermodynamiques peuvent &tre remises en question par la cinétique
A
L'électrolyse peut étre effectuée de deux maniéres
1. Intensité imposée : i = i, = —i,
lg = —1lc¢
2. Différence de potentiel imposée :
Euiy = Eciy =U
— Umin = (Etha - Ethc) + (77(1(0) = Tlc(0)
— U = Eyi) — By + Ri = (Etha — Etne) + (Na@) — Ne)) + Ri
Facteurs diminuant la résistance interne
— Concentration élevée des ionsp,s conducteur
— Température élevée conductivité élevée
— Distance anode-cathode faible
— Choix particulier du matériau et des dimensions du diaphragme
Rendement faradique
— En augmentant progressivement la tension aux bornes de I'électrolyseur a partir de la tension seuil, on lit
qu'elle est I'oxydation la plus facile et la réduction la plus facile
‘ Il se peut que plusieurs réactions d'oxydation de réduction puissent se produire simultanémentgzpan:
A
iutile .
PF = - — pr est le rendement faradique
Ytotal
H‘ Les réactions parasites sont souvent I'un des couples de I'eau
_ Qutile Lutilel o it
— TNe—utile = F - Z - PF; ) .,
Nproduit Ne—uti duit ?
‘proaut t l pro
— Or 9 = eﬁuze énproduit: 9 =
produit e~ e~ I
L'énergie électrique dépensée est alors W’ = Uit
PF = Ut.lle = iz Théoriquement pp =1
? Nthéorique a
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CHIMIE 33

SYSTEMES A PLUSIEURS EQUILIBRES

1 Théorie

dG = —-8dT 4+ VdP — Zj pjdn;
dG = —8dT + VdP - > Aidg; Or 3 midny = 3 .m0 05d6) =
reac a Y reae (ZJ ﬁj,i#j) A& = - . AdE

— :»68¢>0©2Aidgi>0

reac
Condition d’évolution spontanée

T6S. = Adg;
reac

‘ On n'impose pas d'avoir A;d¢; > 0 et Azdés > 0

A

Z Az‘dfi =0, vd¢; — A I'équilibre A; = 0,Vi

= On peut écrire la RGW pour chaque équilibre

reac

— A I'équilibre, le potentiel de tout constituant ¢ a la méme valeur dans toutes les phases en équilibre

Al == Ty + Ai = By = Higuy =0 Higy = Lig,,

Propriétés

2 Equilibres chimiques

Raisonnement a plusieurs équilibres

1. Les équilibres sont ils simultanés

Q’rl = Q’V‘2

Equilibre | Homogene | Hétérogene Autre cas
Ko (T) # Ko™ (T)

Simultanés | Successifs/mpossible d'avoir Q; = K; pour deuxi | On ne sait pas

— Equilibres simultanés

AN Un seul tableau d'avancement avec toutes les espéces
Ecrire les RGW et déterminer les &;

— Equilibres successifs
1. Analyser I'état initial pour déterminer le premier équilibre

Méthode
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Méthode

2.

— Cas ol on ne sait pas
1. Faire une hypOtheseEquiIibres simultanés -
2. Vérifier que le résultat ne donne pas d'incohérences

Sens d'évolution
Q<=>K

Déterminer I'état final

Clest un état
d'équilibre

Il'y a rupture
On considere la 2¢

réaction

RGW et vérifier qu'il
n'y a pas de rupture

Un seul équilibre - Aucun équilibre
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Propriétés

Propriétés

Propriétés

Propriétés

CHIMIE 34

OPTIMISATION

1 Choix de la température et de la pression

Influence de la température
On utilise la formule de Van't Hoff

Favorisée Favorisée cinétiquement
thermodynamiquement
Athermique AHO =0 K= fZ) z T élevée
Endothermique AH° >0 K =f1(T) T élevée T élevée
Exothermique  AH° <0 K= f|(T) T faible T élevée = Compromis ou ca-
talyseur
Influence de la pression
P\~ Z 'lggaz
> Ygaz <> €eq Favorisée
- Z 9 P
Ko — (P) 94z F(nios eq) = Indépendant de P &
Pe '
<0 1 (P) 1 (P) Pression élevée
>0 1 (P) 1 (P) Pression faible
2 Choix des proportions initiales
Gaz
Il faut partir de réactifs en proportions stoechiométriques
z P\ atB—y
— aA+ BB =~C avec K° = w;’xz (ﬁ)
a c = 1
— Différentielle logarithmique : 0 = 'ydxc — adxa — ﬁdﬂ or et ot don 22 = %
a Te Za Ty T, maximale = dx. =0 o B

no—af _my—BE

QNgaz ;Bngaz

. Na
ou —

ny . L
= F = Proportions stoechiométriques

Mélange liquide idéal

1. Il faut introduire un réactif en grand exces

RGW en introduisant X fois plus d’un réactif que de I'autre
4 | On détermine eq = f(X)

2. On peut aussi éliminer un produit formé du milieug, . pistination
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Propriétés

e

éoréme

Th

e

éoréme

Th

éoréme

Th

3 Déplacement d’équilibre

‘m Etat initial — Etat perturbé juste avant évolution — Etat final

On exprime Q,gp, quotient réactionnel dans I'état perturbé, et on le compare a K°(T)

Introduction 7 P Composition V  Evolution dans le sens
Van't Hoff AR — Endothermique
Le Chatelier — — N\, gaz
Composé pur — ya z
Actif gazeux — N — N\, gaz

- = Va Pas d'information
Inerte gazeux — N — Jof

- = Va ' gaz
Soluté actif — Va — N\, soluté
Soluté inerte — N — Jf
Solvant — /" soluté

Loi de Van’t Hoff

Une augmentation de température 3 pression et composition constantes a partir d'un état d’équilibre, entraine
une évolution de la réaction dans le sens endothermique
Dans I'état perturbé Q,.pp = Q,pr = K°(T) et T > T, on applique la formule de Van't Hoff
- AT‘HO > OEndothermique dans le sens — + K° (T/) > K° (T) = QTEP = Evolution dans le sens — Endothermique

A - ArHC < OExothermique dans le sens — © K° (T/) <K° (T) =Qrgp = Evolution dans le sens «+— Endothermique
— AyH® = Oathermique - K°(T") = K°(T) = Qrgp = Pas d'évolution

Loi de Le Chatelier

Une augmentation de pression a température et composition constantes, a partir d'un état d'équilibre entraine
une évolution de la réaction dans le sens de diminution de la quantité de matiere gazeusey~y, _

‘ On néglige I'influence de la pression sur les réactions ne faisant pas intervenir de gaz
19

. P 9y ) =4 21973
K° = Ha:fl (F)Z Dans I'état perturbé P’ > P, H:(:fl (ﬁ)

gaz gaz
Zgaz ¥ >0= Q,ep > K° = Evolution spontanée dans le sens «

— Zgaz ¥ < 0= Qrgp < K° = Evolution spontanée dans le sens —

Zgaz ¥ =0= Q.pp = K° = La pression n’est pas facteur d'équilibre

Introduction d’un constituant pur

L'introduction d'un solidejiguige pur a partir d'un état d'équilibre ea température constante n’entraine aucune
évolution du systeme

Dans I'état perturbé, I'activité du constituant pur est égale 3 1 = Q,gp = Qg7 = K° = Pas d’évolution

a
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éoréme

Th

éoréme

Th

éoréme

Th

éoréme

Th

e

éoréme

Th

Introduction d’'un composé actif gazeux a T et V constants
L'introduction d'un constituant actif gazeux a température et volume constants a partir d'un état d'équilibre
entraine une évolution de la réaction dans le sens de la consommation du composé gazeux introduit

_ (ng +n)RT

Seule activité modifiée a4 = VPO >a

K°(T) = ant ( RTO) — g est un produit = 94 > 0= Q,gp > K°(T) = Evolution dans le sens +
VP — g estun réactif = 93 < 0= Q,gp < K°(T) = Evolution dans le sens —

gaz

ng +n
Zgaz 791 et QTEP = (g) KO(T)
n

g

Si V' n'est pas constant, la loi n'est pas générale

A

m A T et P constants on ne peut rien dire pour un composé actif gazeux
19

Introduction d’un gaz inerte a 7" et VV constants

L'introduction d'un gaz inerte a température et volume constants a partir d'un état d'équilibre n'entraine aucune
évolution du systeme

L'activité du gaz inerte n'apparait pas dans Q,gp = Qrgp = Qrrr = K°(T) = Pas d’évolution

Introduction d’un gaz inerte a 7" et P constants

L'introduction d'un gaz inerte a température et pression constantes a partir d'un état d'équilibre entraine une
évolution de la réaction dans le sens d'une augmentation de la quantité de matiere gazeuse

9; S
_ P\ 2
K°(T) = Hnl?l _ Seule la quantité totale de gaz est modifiée : Qrep = Ntgaz

Q ( )P°

¢ ntgazpo rEI Ntgaz + N

gaz
- E > 0= Qrgp < K°(T) = Evolution spontanée dans le sens —
a gaz

- E <0=Qrgp>K°(T) = Evolution spontanée dans le sens <

gaz

Loi de modération - Introduction d’un soluté actif a 7" et V constants

L'introduction d'un soluté actif a T et V' constants a partir d'un équilibre entraine une évolution de la réaction
dans le sens de la consommation du soluté introduit
. 1
ween = I e - (
solute (‘/C’O)ZSO““’6 ‘ .
a — k est produit = Y > 0d'ob Qr.pp > K°(T) é'Evqution dans le sens «+
— k est réactif = ¥ < 0d'ot Q,gp < K°(T) = Evolution dans le sens —

ng +n)ﬁk
Nk

Si V n'est pas constant, la loi n'est pas générale

A

Introduction d’un soluté inerte a T et VV constants

L'introduction d'un soluté inerte a température et volume constants a partir d'un état d’équilibre n'entraine
aucune évolution du systeme

Activités inchangées = Q,pp = Qrpo = K°(T) = Pas d’évolution
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éoréme

Th

Méthode

Propriétés

Introduction de solvant a 7' constante

L'introduction de solvant a température constante a partir d'un état d'équilibre entraine

réaction dans le sens d'une augmentation de la quantité de matiere des solutés Z 950
[

solute

: 1 V\ 2esotue Vi
K°(T) = H nfz et QrEP _ (7>Z lut
N 9, K°(T) v/
solute (VC ) solute
— Z 9 >0 = Q.pp < K°(T) = Evolution spontanée dans le sens —
solute
a — Z 9¥; < 0= Q,gp > K°(T) = Evolution spontanée dans le sens <
solute
- Z ¥; =0 = Q,pp = K°(T) = Pas d'évolution

solute

une évolution de la

4 Optimisation industrielle

Etude d’un procédé

— A,H° = Endo/Exothermique
- AS°

- ArgOApproximation d’Ellingham

S’intuite avec le signe Zgaz Y;

A
T AS

Température d'inversion A,.G =0 < T;
— K°(T) et influence de P et T sur sa valeur

Minimiser une réaction parasite

— Choix de P et TContréle thermodynamique
— Catalyseur augmentant fortement la vitesse d'une seule réaction contrsle cinétique
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CHIMIE 39

BINAIRES SOLIDE-LIQUIDE

1 Généralités

Outils

— Fractions molairesassiques de chaque constituant dans chaque phase x§¢)w§¢)

nA

— Composition molairemassique globale en constituant A : X4 =
Ntot

AN Dans le cas d'un systéme monophasé Xp = zp

Relations indépendantes : RGW et Zw x; = 1 dans chaque phase

%

Définition

— Les diagrammes binaires sont obtenus grace a I'étude de réseaux de courbes d'analyse

La solidification est exothermique = La diminution de température est atténuée
Apparition du solide = Rupture de pente

A | Calcul : RGW de I'équilibre d'un constituant dans les deux phases et on applique Van't Hoff dans I'approximation d’Ellingham

— Courbes
1. Liquidus : Composition de la phase liquide a une température pour un équilibre solide-liquide

Métallurgistes : Ensemble des points de début de solidification
2. Solidus : Composition de la phase solide a une température pour un équilibre solide-liquide Métal-
lurgistes : Ensemble des points de fin de solidification

Propriétés

Pour déterminer la composition d'un domaine on regarde les espéces et domaines au bout d'une horizontale traversant
Q@ le domaine

Déterminer les quantités de matiéres = Théoréme des moments

Théoréme des moments

s s ! l — Ou géométriquement M Sns = M Ln,
(XB - l'B)n + (XB - QTB)TL — Existe aussi avec les fractions massiques et les masses

ng = Xpns R ;
d'otl Xp(n; +ns) = g + xHns

a ng =nk, +n?
o B B B
£ .
’g — Connaissant ny = ny; + np; on peut alors calculer n; et ng
2 — Le théoreme se généralise pour n'importes quelles deux phases en équilibre
=

398
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Sur une horizontale il y a quasi-systématiquement 0 degrés de liberté

2 Solides miscibles en toutes proportions

C'est le cas d'alliages métalliques de substitution qui cristallisent dans le méme type de structure et qu'ils possédent

66 m des rayons atomiques proches

Faible écart a l'idéalité

Liquidea

Solidet
3
+
p
.
% 0
Ll
Q

Ecart important a l'idéalité
T
A A
Liquidea4
Tya
L=2
L=1
Au point [
Liquide + Solide
Solidus :L'B(l) = ‘/EB(S)
T Un degré de liberté en moins
B
Solide a4 5

n I Point
:% L=2 indifférent
§ 15
NS 0 1
Q.
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Cristallisation fractionnée
T

Liquide a1
Tya
Solidus j_\_L
\\
Liquideyp + Solides;
Solide s 5
(U] Trp
—
Q
E B
Q
LLI>< 0 1

3 Solides non miscibles

On refroidit

Les cristaux du constituant le moins fusible

sont recueillis et fondus — On recommence

Le liquide refroidit en s’enrichissant en I'autre constituant

,
Liquidea;
Tra
L=2
L=1 Tig
Liquide.s, 5 + Solide. — Dans le cas de variétés allotropiques
o Cesen s = Les domaines "Liquide + Solide" sont séparés
-0 iquidesyp olideg
E Point
Liquidea 1 15 + Solide 4 + Soliders eutectique
\n
8 Solide 4 + Solidep
N L=2
o Tp
(<}
S b ]
Q
Composé a fusion congruente
e . — Il se forme parfois une phase composé défini A, Bg
; — Les composé est dit a fusion congruente si il se
e S transforme par chauffage en une phase liquide de méme
R fraction molaire en B
8 ey gDy = et wp(cp) = BMp
N s Solide, + Solide., 5, - —_ = —_ Y Y
E Solide + Solide, 5, - (64 + 6 OCMA + BMB
9 ! {,lﬁp !
Q.
Détermination des quantités de matiere
Conservation de A : ngo = ny) + ana, s,
1. { Conservation de B :npo =npu + fna.p, Systéme de trois équations a trois inconnues
0]
. ! n
Lecture sur le diagramme : xsg)l =0 B 0
ny +ng
2. Théoréme des moments : n; L1 My = ncpM;Sy avec
_ @ O]
e — Ny =Ny +ng
S — AN nep = nacp) +npcp) et non la quantité du composé défini
\%‘; Avec de plus : Conservation de (A+ B) : n; + ngp = nao + npo

400
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3 Dans le cas de fractions massiques on peut utiliser le théoréme des moments sans difficulté
Q _ _
<| g6 McD = Mmap) +MpBED) = MA,B;
©
Cas d’un composé défini a fusion non congruente
T
A A
Liquide s+
Tip
£=2 DEF: Un tel composé n'est jamais en équilibre
o avec un liquide de méme composition
peritectique
Tya : Liquideat g + Solidep!
Solidus £=1 — Le composé défini se décompose en un autre
Liquides 5 + Solide, Liquides solide et en un liquide mélange
L£L=0 + Solidecp . s
[ de A et B de composition différente
Solidus des métallurgistes E  point Solidecp s, o
e de celle du composé défini
(7))
) Solides+Solidecp £ =2
3]
N .
5 . -
D
e 0 1
Q.

Une mélange racémique peut ou non former un composé définisinon if est le mélange eutectique
66 | Le mélange racémique fond toujours a température constant

4 Solides partiellement miscibles

T
A A
Liquidesy B
Tya
Solidus T
fB
Liquideat+p + Sa
San Liquideay s + Sp
Sp
E Ppoint
eutectique
Sa + 53

0 Solution solide de
N
8 B dans A B
QO >
<
% 0 1
Rt
ol
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CHIMIE 36

STRATEGIES DE SYNTHESE

1 Rétrosynthese

Analyse rétrosynthétique

— On part de la molécule cible et on cherche une cible secondaire
Méme chaine carbonée mais fonction différente plus facile a utiliser
— On cherche la meilleure méthode de déconnexion
On peut former les synthonsespeces ioniques fictives €t 0N leur attribue des especes pouvant les générer

Méthode

2 Synthese asymétrique

— Un substrat prochiral est un substrat achiral qui, au cours d'une réaction est transformé en un ou plusieurs
produits chiraux
— Pour rendre une réaction stéréosélective, il faut crée temporairement I'asymétrie afin de passer par deux
états de transition diastéréoisomerep,
Plus AE, est grande, plus la stéréosélectivité est forte
ce — |7”L+ - n7| — L'excés énantiométrique est nul pour un mélange racémique
ny +n_ — L’excés énantiomérique vaut 1 pour un énantiomeére seul
S a = [a)ICy + [a_JIC- = [ay]i(Cy — C-)
E A On définit le pouvoir rotatoire spécifique du mélange a = [a]l(C+ + C—) d'ol ee = le]l
= o
G
Q
Méthodes
— Utilisation d'un auxiliaire chiralcrge de 1a géne stérique pour rendre le substrat ou le réactif chiral
— Utilisation d'un Catalyseur ChiralSe fixe plus facilement sur une face que sur I'autre
— Dédoublement CIaSS|queE1 + E, + 2A <= E,;—A+ E,—A diastéréoisoméres
— Dédoublement Cinetiq U€Un énantiomére réagit beaucoup plus facilement avec un auxiliaire chiral
s R R'M
Nu Nu
\¥' |_ |_ J
\§ M s
0 o o}
1 N
o — Induction asymétrique Angle de Dinicz-Burgi
Q.

3 Protection de fonction
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Réaction

Réaction

Réaction

Réaction

Composé carbonylé

Réaction Equation Déprotection  Remarques
Acétalisation o v on - Hydrolyse acide — On utilise 'APTS. -
o o — On peut aussi utiliser un dithiol
)J\ H >< — On peut aussi faire une transacétalisation
-H,0
Alcool
Réaction Equation Déprotection  Remarques
DHP MeOH — Action de I'alcool sur le DHP protonné

)

- Milieu acide chaud
O RO (@)

ou Hydrolyse acide

Ether—oxyde [B] BF; — A — Déprotection trés facile pour les éthers ben-
Williamson ROH + RX NaoH ROR BnCl — Hypg/c zyliques par hydrogénolyse

ROH + BnCl ROBn
Ether-oxyde : H] BF; — A — Déprotection difficile

\ ROH + RO-t-Bu

Alceéne
Ether Sllylé "’Ie NEt, r’||e Bu,N*+F~+H,0 — Force motriceprotection et déprotection : formation

ROH + ClqSi—t-Buj ————= RO-Si—t-Bu Longue chaine car- de liaisons plus fortes

P{e cr r/%e bonée — Attaque de ROH puis départ de CI~ puis Cap-
TBDOMS CEe.NHT tage du proton car base pas assez forte pour
3 déprotonner OH
Phénol
Réaction Equation Déprotection  Remarques
- 1) OH" - — On peut utiliser ~ comme base

Ether-oxyde HI— A 0 iliser CO,? b

ArOH ArO-CH;

2) CH,Br
ydrolyse
Ester JOJ\ Hydrol
cl Py o
ArOH —
o o ArO
PN
Acide carboxylique

Réaction Equation Déprotection  Remarques
Esterification )oj\ © on ] j\ Hydrolyse

R OH -H,0 R OR'
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Réaction

Amine primaire ou secondaire

Déprotection

Remarques

Réaction Equation
Acylation j’\
1 Py o)
d'Hofmann o
o o RHN

Groupe t-Boc

Groupe CBZ Obtention: i

o
Obtention: JJ\ + ROH
cl Cl

()

RNH, + p—

Cl O-t-Bu RHN

t-Boc

+ ROH
Cl Cl

(0]

RNH, + fr—
Homs™ el

CBZ

=0

Hydrolyse basique

Milieu acide fort
anhydre

Hydrogénolyse
H,pp/c

4

Index de réactions

Propriétés

Création de liaisons C—C

— Addition

Sur C=0

- OrganomagnéSienCétone, Chlorure d’acyle, Ester, CO,

— Aldolisation
— Wittig
Sur a-énonepichael
Diels-Alder
Métathese

— Substitution

SN2 sur époxydeAICynure ou magnésien

— SN sur dérivé halogeneMagnésien, alcynure, ion cyanure, énolate

Propriétés Propriétés

Création de cycles

— Cycles carbonés

Diels Alder

Aldolisation intramoléculaire
Annelation de Robinson
Métathese cyclisante

— Hétérocycles

Williamson intramoléculaire
Epoxydes

Estérification intramoléculaire — Lactones

Acylation d’Hoffmann ou amidification intramoléculaires — Lactames

Coupure de liaison C=C

— Lemieux-Johnson
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CHIMIE 3/

POLYMERES

1 Définitions

DEF: Une macromolécule est une molécule de masse molaire élevée constituée de la répétition d'un grand
nombre d'unités de répétitions reliées par des liaisons covalentes
DEF: Un polymére est un matériau mélange de macromolécules ne possédant pas toutes le méme nombre
d’unités de répétition
— La polymérisation est la réaction qui conduit a un polymere
DEF: Les monomeres sont les molécules réagissant pour constituer la macromolécule
c = gl_g _gl_é_ Mor_lomére viny[lique‘
o) z | | - Z=@ — Polyéthyléne
e A Z/n z - Z=Ph — Polystiréne
E Unité AnEtit 3 Monomere Macromolécule Unité de répétition - Z=Cl = PVC
% nité de répétition # Monomére
Q
Dimensionnalité des macromolécules
— Macromolécules monodimensionnelles
— Linéaires : Les unités de répétition s'enchainent les unes a la suite des autres
— Ramifiées
— Macromolécules tridimensionnelles; s macromolécules sont reliées par des liaisons covalentes et forment un réseau
DEF: Fonctionnalité : Nombre de sites réactifs SN
8 On définit la fonctionnalité moyenne d'un mélange : f = #
+ . .
0 . . . .. N I ez T ,
s — Si la fonctionnalité moyenne est supérieure a 2 les structures sont d'abord ramifiées puis réticulées — Ré-
e seaux tridimensionnels
Q
Isomérie et stéréochimie
— Isomérie de position téte queuesens d’assemblage des monoméres
— Stéréorégularité
— lIsotactiques : Tous les Z sont du méme coté
'3 — Syndiotactiques : Positions des Z alternée
2 — Atactique : Position des Z hasardeuse
[ L .
S — Isomérie de chainecjs-Trans
Q.
Copolymeéres
DErF: Homopolymeére : Macromolécule formée a partir d'un seul monomere
DEF: Copolymere : Polymeére constitué différentes unités de répétitions ou monomeres
Matériaux homogeénes Matériaux hétérogenes
S Copolymeres statistiques Copolymeéres a blocs
B
2 R . R .
S Copolymeres alternés Copolymeres greffés
Q
405
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2 Polymolécularité

Définition

Degré de polymérisation

vient s'ajouter a la chaine en croissance

AN Unité monomeére # Unité de répétition pour un copolymeére

DEF: Une unité monomeére est le groupe d'atomes qui se lie a une chaine macromoléculaire lorsqu’un monomére

— Masse molaire moyenne de I'unité monomere : My = >, x; M;

DEF: Le degré de polymérisation est le nombre d'unités monomeres constituant la macromolécule

N; N;
T = — = ————
N YEN;
w, = — —= = =
Com X m NP NM; o YN,
L o)
DP, = iz
7
My =S wit, — 2ot X NiM?

SPN;, XX NM,

i

m
S
I

Définition

Propriétés

Propriétés

x; est la fraction massique en macromolécules de degré de
polymérisation

= Probabilité de trouver une macromolécule de degré i

N, est le nombre de macromolécules de masse M;

N est le nombre total de macromolécules

w; est la fraction massique n macromolécules de degré ¢

DPy, est le degré de polymérisation moyen en nombre

De méme DP,, = Z:o Tw;

My, est la masse molaire moyenne en masse

M, = DP, My

‘M, influence la viscosité des polyméres fondus

Sa valeur est trés sensible a la présence de longues chaines
longues dans I'échantillon

My > My

I est I'indice polymolécularité
Il caractérise la largeur a mi hauteur de la distribution de
masse

3 Description des polymeéres

Conformation des chaines

Conformation Type

Au hasard
Succession de anti Zig-zag plan

Succession de gauches Hélice

Pelotes statistiquesgntropie maximale

Les conformations peuvent étre gauche ¢ = £60° ou anti ¢ = 180°

Interactions entre chaines

— Van der Waals

— Liaison Hcopésion tres élevée

Chaine ramifiée — Plus grande distance entre chaines — Plus faible cohésion
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Propriétés

Familles de polymeéres

— Thermoplastiques
DEF: Ramollissent en présence de chaleur
— Chaines monodimensionnlles linéaires ou ramifiés
— Sont solubles dans certains solvants
— Thermodurs
DEF: Durcissent en présence de chaleur
— Macromolécules tridimensionnelles avec de nombreux points de réticulations
— Elastomeres
DEF: Propriétés élastiques réversibles
— Macromolécules tridimensionnelles en réseau lache

4 Etats physiques des thermoplastiques

Polymeéres cristallins

— Tres grande rEgUIarite des macromOIeCU|e5Chaines linéaires, peu de ramifications, liaisons H
— Fusion au voisinage de T,

Propriétés

Propriétés

Propriétés

Polymeéres amorphes

— Repliées sous forme de pelotes statistiques enchevétrées les unes avec les autres
— Changement d'état autour de la température de transition vitreuse 7},
— T'<Ty: Etat solide vitreuxpyr et cassant
— T > T, : Etat caoutchoutiquepoy et flexible
Possibilité de mouvement de reptationMouvements conformationnels de long bouts de chaines

AT
Zone de

fluidification
AN Pas de température de fusion \

Etat
caoutchoutique

Ty

Etat liquide

T, Etat

Solide vitreux

> Toumbiante 1 hermoplastique

< Tombiante Elastomére

=
=
=k

Polymeéres semi-cristallins

— Zones amorphes et zones cristallines jstayites
— L’arrangement peut donner naissance a des sphérolites
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T

Etat

T <T, Solide vitreux

Ty <T < Tpys Solide souple

A T

Zone de
fluidification \
Etat
Etat liquide caoutchoutique Tpus

visqueux

Solide souple

Trys <T Caoutchoutique puis liquide visqueux
U Solide vitreux
QO
2
0
o >
Q. sl
N M. M
Q.
Polymeére cristallin Polymeére semi-cristallin Polymeére amorphe Fibres étirées
Transition vitreuse
AV Vin du
s . T polymere
— T, dépend de la vitesse de refroidissement Grandeur cinétique
— L'état vitreux est un état métastable _
— Théorie du volume libre : Le volume libre est la différence entre le N rolume
volume molaire réellement occupé par le polymére et le volume molaire ]
- 7 7 : Vol é
hypothétique occupé par les molécules seules s
Le matériau devient vitreux lorsque le volume libre ne suffit plus pour
permettre les mouvements de reptation .
T‘l T
Facteur T,
Limite les mouvements de reptation — Liaisons doubles Augmente
— Atomes électronégatifs
— Substituant rigides
Facteurs influencant 7}, : — Polarité des substituants
66 — Ponts covalents et réticulations
Crée du volume libre — Absence de liaisons H Abaisse
— Diminution de M
— Ajout de plastifiant
\% N . . N . T \
8 — Les copolyméres statistiques possédent une seule T} intermédiaire entre celle des deux homopolyméres
E 66 — Un copolymere dibloc possede deux T voisines de celles des deux homopolyméres
N
Q.

5 Propriétés mécaniques des polymeres
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Propriétés

Propriétés

Diagramme de traction

FE traduit de la rigidité du matériaugesistance 3 Ia déformation

Ao=%

Contrainte

Point de
rupture

66
Déformation .
Eretal 100GPa élastique Perte
d'élasticité Déformation
: ¢ plastique
’ Epolymere vitreux 1GPa plasha
Epotymere caoutchoutique | 1MPa Loi de Phénomene de
Hooke strictiongs,
Fe=o0 €=
Allongement relatif >
Polymere Déformation
Semi-cristallin — Alignement des chaines amorphes

— Alignement des lamelles cristallines
— Rupture des lamelles imparfaites = Réorganisation totale
— Structure fibrillaire

Amorphe — Réorganisation des pelotes

— Alignement des chaines
— Déformation plastique
— Structure quasi cristalline

DEF: Rupture dans le domaine élastique aprés une faible déformation mais une contrainte élevée = Fragile
DEF: Rupture précédée d'une déformation plastique = Ductile

Caractéristique Exemple

Mou et peu résistant  Gel
& Mou et résistant Elastoméres

Dur et fragile Polystyrene, PMMA, Thermodurs

Dur et ductile Polyamides, polyesters

Evolution du module d’Young avec T

Polymeéere amorphe
Chute de E/ d'un facteur 1000 autour de T,
Polymeére semi-cristallin
— T, concernant la partie amorphe et T, concernant la partie cristalline
— Chute de E plus faible que pour un polynéme amorphe autour de T} et Ty,

H‘ Les chutes de module dépendent du taux de cristallinité raux important = Chute faible 3 T, et forte 3 Ty

En ajustant les proportions on peut ajuster Ty d'un copolymére donc ses propriétés
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Propriétés

Méthode

Propriétés

CHIMIE 38

1 Infrarouge

SPECTROSCOPIE

— k caractérise la force de la liaison
mam

1 [k e

v — ma +mp

27 2 — On utilise généralement le nombre d’'onde 7 = o

caractérise la force de la liaison

v

Effets sur la fréquence de résonance

Caractéristique Effet
Masse v\
Multiplicité ~ v

Liaison tres polarisée Bande intense

Analyse d’un spectre

Il suffit d"analyser les signaux de la région diagnostic~i500, I'empreinte digitale donne peu d’'informations

— Liaisons X—H2700_4000
— > 30000H, NH,, =CH, =CH -
— < 3000CH3

— Liaisons triplesspgo-2300

— Liaisons doublesis00-1800

Tableau récapitulatif

— Liaisons X — H
Alcool 3200-3600 Alcéne
Acide carboxylique 2200-3600 Alcool
Amine 3350-3500 Aldéhyde
Alcyne 3300

— Liaisons triples

Alcyne 2100-2200 Nitrilec—p

— Liaisons doubles

Chlorure d'acyleccio 1750-1850 Amide
Ester 1700-1750 Alcene
Cétone 1680-1750 Aryle

3000-3100
2850-3000
2750-2850

2200-2300

1650-1700
1600-1700

1450-1600
1650-2000
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2 RMN

— Lorsqu'un champ magnétique est appliqué a un échantillon, il y a levée de dégénérescence des 25 + 1
q P g q pphq y g
orientations du spin nucléaire.
L'énergie des différents moments magnétiques nucléaires dépend de leur orientation vis-a-vis du champ
— ~ est le rapport gyromagnétique 1 = 'y§
E = —msyhBy A|E=—7iBo=-v5By
=
§S)
= o 1 1 . vBo
S — On observe une transition mgy = —= > ms+ = si AE=~vhBy=hvy & 1y = —
o) 2 2 2
Q
_5 Ecrantage
=
= — Un proton ressent en fait B=(1—0)By = v=(1—0)y
Q
Protons équivalents
DEF: Deux protons sont isochrones si ils ont la méme fréquence de résonancepasard ou équivalence chimique
DEF: Deux protons sont chimiquement équivalents si ils sont interchangeables par une opération de symétrie ou
s'ils deviennent identiques dans le tempsg, : Battement quantique
On remplace tour a tour les deux protons par un deutérium
- — Homotopiques;gentiques = Chimiquement équivalent
. ! — Enantiotopiquesgpantiomeres = Chimiquement équivalent
-g — Diastéréotopiquespiastéréoisomeres = Non chimiquement équivalents
£ ) . L
tg — Autant de signaux que de groupes de protons chimiquement équivalents
0 .y 7 -
‘0 | Intensité des signaux
NJ)
5
o — L’aire des différents signaux est proportionnelle au nombre de protons isochrones
Q.
Déplacement chimique
— Le composé de référence est le TMS 6,y = Oppm
5= V = Vpef — 4 le déplacement chimique en ppm
- 0 — g en MHzA
— Une augmentation de I’écrantagepjingaze cOnduit a une diminution de ¢
g
Propriété Effet 0
Atomes électronégatifs a proximité Déblindant pepsité e s
Groupes attracteurs a proximité Déblindant pepsité = Ve
Protons a |'extérieur du cycle Déblindant champ magnétique induit par circulation N
Protons a I'intérieur ou en dessous/dessus du cycle Blindantchamp magnétique induit par circulation Ny
'3 Appauvri en e~ a cause de la mésomérie Déblindant a
B .
§ Protons liés a un hétéronome Liaison H Elargi
o
Q.
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Propriétés

Multiplicité

DEerF: La multiplicité est due a des interactions entre le proton dont on étudie le signal et les autres protons de
son voisinage
— La force de cette interaction est mesurée par la constante de couplage J
Elle est I'écart de fréquence entre deux pics et est indépendante de E()
DEF: Deux protons sont magnétiquement équivalents si
1. lls sont chimiquement équivalents
2. lls sont couplés identiquementpjgme J

— Des protons magnétiquement équivalents ne sont pas couplés entre eux

— Les couplages entre protons séparés par plus de trois liaisons ne sont pas visibless,,f jiaison multiple
— Le couplage d'un proton porté par un hétéroatome est rarement observé

— Les intensités relatives des pics sont proportionnelles aux coefficients binomiaux

éoréme

Th

e

éoréme

Th

Propriétés

Regle des n -1 uplets
Si un groupe de protons est couplé avec une constante J a n protons équivalents, alors le signal des protons est
un multiplet de n + 1 pics

Chaque proton peut prendre deux orientations possibles.
A La composante de B due a l'interaction peut s’additionner ou se soustraire

Cas de plusieurs couplages

On applique successivement chacun des couplages par ordre
décroissant d'intensité

Un groupe de protons est couplé a n et p protons équivalents
onaun (n+1) uplet de (p+ 1) uplets

Jeis = 6 — 12Hz
— Jtrans = 12 — 18Hz
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CHIMIE 39

CRISTALLOGRAPHIE

1 Modeéle cristallin

1.1 Définitions

=

I§‘ — Le cristal est un modeéle et n'existe pas dans la réalité

;\E, — Un solide posséde des défaUtSSchottky, anti-Schottky, déplacement d’entités, solide polycristallin
— Le cristal est la répétition périodique d'un motif
— Un réseau est constitué d'une infinité de noeuds

S — Une maille est un parallélépipéde défini par @, b, T

*E‘ — La structure cristalline est I'ensemble Maille + Motif

'tg Elle peut étre déterminée expérimentalement par diffraction des rayons X

1.2 Modéle de Bravaix

Modes de répartitions

Simple ou primitif — Un noeud par sommet

Centré — Un noeud par sommet
— Un noeud au centre

Bases centrées — Un noeud par sommet
— Un noeud au centre de deux
faces opposées

8 Faces centrées — Un noeud par sommet
@ — Un noeud au centre des six
§ faces
Q
Mailles

— Cubiquep ;

— Exagonale,

— Quadratiquep, ;

— Rhomboédrique,
N — Orhorhombique,,; s f
3| e
g P

1.3 Différents cristaux

Kilian Rouge 414



Cristal Liaison Energie de liaisony ; ;-1

Covalent Covalente 200-500
Moléculaire VdW 5-40
lonique loniquenon dirigée 600-3000

Métallique  Métalliquenon dirigee 200-500

Propriétés

2 Calculs de cristallographie

— Longueur d'une diagonale de face : av/2

Q — Longueur d'une diagonale de cube : av/3
Nom Notation Définition Calcul
Population Z Nombre de motifs en propre
Coordinence [z] Nombre de plus proches voisins
Z x —mr3
Compacité C Taux d'occupation réel C = 72
a
= M
.Q Z X —
s Masse volumique = A
S que p P="3
Q

2.1 Sites interstitiels en cfc

Site Placement

Octaédrique — Centre du cube
— Au milieu de chaque aréte

a
Tétraédrique — Centre des cubes d'aréte 3

2.2 Alliages

Alliage Condition

Substitution  Cristallisent dans le méme type de structure
Rayons atomiques voisins

Insertion Rayon suffisamment petit sinon déformation
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Définition

Types de cristaux ioniques

Type CsCl

NaCl

ZnS

Wi (
vl

(]

Géométrie Cubique Octaédrique Tétraédrique
Coordinence 8 6 4
a
7a\/§ r++r_:§ 7«++r7:a73
Condition de contact T+ T = 2 a2 o) 4
2r_<a 27"_37 op < V<
-2
3
>3- t>va-1 et
r_ r_ r_ 2
416
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V TP de Physique
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TP PHYSIQUE 1

ELECTRICITE

1 Exercices

Résolution d’un exercice d’électricité

1. Placer le minimum de noeuds inconnus n; et le minimum de courants n,

(a) n; > n, = Résolution avec la loi des noeuds en potentiel

v : : . Viin — Vaeb
3 — Aux noeuds on exprime Y i = 0 avec i = —L " 4
Q Ve - - . . .
NS (b) n; < n, = Résolution classique avec loi des noeuds - loi des mailles
S
On utilise des grandeurs adimensionnées adaptées comme inconnues : jCw
Diagramme de Bode asymptotique
1. On regarde les basses fréquences, hautes fréquences et la fréquence de résonance
2. On forme la courbe tangente aux asymptotes passant par la résonance
L
3 ‘ ~ Gap =20logH
Q - =arg(H
_E A ¥ g(f)
N
S

2 Généralités

A | Le multimétre est un bon voltmétre mais un mauvais amperemetre

Utilisation de I'oscilloscope
/\ Critére de Shannon : Fréquence d’échantillonnage> 2x Fréquence maximale

)
RS -
Q - SynChronIsat|on50urce—Level—Slope +
% Utilisati de DC A
No} — Utilisation en mode Avec valeur moyenne
=
4 - - L]

3 Caractérisation de filtre
g Caractérisation d’un filtre grossiere
Q
< . : , . )
‘s‘) 1. Faire varier la fréquence sur plusieurs decadeSNature, ordre de grandeur de la zone de variation
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Méthode

Méthode

Méthode

Méthode

2. A'Sj I'impédance d’entrée est inférieure 3 Rgpp, Ey, s'écroule
= Il faut déterminer les tensions de sorties et d’entrées
= Vérifier au départ si la tension d’entrée est identique

3. Rotation importante en mode XY pour les fréquences des changements asymptotiques

4. Dans la zone de gain maximal vérifier que le filtre ne sature pas lorsque I'amplitude d’entrée augmente
Sinon se placer toujours en régime linéairegjpse en mode Xy — Baisser Ep,

Caractérisation fine d’un filtre

Hmaac
V2

— On peut mesurer la fréquence de résonance ou les fréquences de coupure H =

Méthode de 2.8 carreaux
1. On se place a la résonance et on ajuste le signal sur 4 carreaux
2. Les fréquences de coupures sont les fréquences pour lesquelles le signal a une amplitude de 2.8
carreaux r
0

3. On calcule Q = A—f

— Si a la résonance les tensions sont en phase ou en opposition de phase on se place en mode XY

Diagramme de Bode

1. Gain
— On trace Gy = 20log(H) en fonction de log f
— L'idée est de démarrer a 10 Hzpuis de monter en décade en utilisant le x10 puis de rajouter des
points la ol il faut
— /\ Ne pas prendre les mesures si le signal est trop bruité
2. Phase
— L'oscilloscope numérique affiche la valeur de phase entre -360 et 360 a ramener entre -180 et 180
/\ Se poser la question du signal en avance
— On peut aussi placer une demi-période sur 9 carreaux = Un carreau correspond a 20°

Détermination de la résistance d’entrée et de sortie d’un quadripdle

1. Résistance d'entrée
— On place une résistance variable entre le GBF et I'entrée en série

Ucsr onaR.=R

- Lorsque Uentree =
2. Résistance de sortie
— On place une résistance variable en sortie

U
— Lorsque U = R;OO onaR,=R

4 Amplificateur opérationnel
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Définition

> 00

Viat

>
ls
Us

Saturation haute

3

Mode de fonctionnement Eq de Fonctionnement Condition
Saturation basse Vg = —UVsat e<0
Saturation haute Vs = Vsqt e>0
Régime linéaire e=0 |vs| = Vsat

Régime linéaire

Saturat'{rj basse

—Vsat

Le régime linéaire est observé ssi il existe une boucle de

rétrocation

Entrée <> Sortie

— On écrit la loi des noeuds en termes de potentiel
aux entrées

— Diviseur de tension

.
-

En saturation il y a fonctionnement non linéaire

66| = Apparition d’harmoniques
Pulsation dépend de I'amplitude
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Propriétés

Méthode

Méthode

Définition

TP PHYSIQUE 2

OPTIQUE

1 Généralités

Lent

illes minces

D
— Pour avoir une image nette, il faut f/ < —

4

Autocollimation

Permet de placer un objet dans le plan focal objet d’une lentille
1. Coller un miroir contre la lentille

2. Dans le plan focal objet I'ensemble lentille-miroir-lentille donne une image nette dans le plan de I'objet
3. Si l'autocollimation est bien réalisée, I'image doit avoir la méme taille que I'objet

Viseur a frontale fixe
Permet de repérer un plan de front a une distance fixe du viseur surtout pour les objets virtuels

1.

2.

3.

2 Interférometre de Michelson

Régler I'oculaire

(a) Placer le réticule au plus pres de I'oculaire
(b) Le reculer jusqu'a se mettre a la limite de perte de netetépaticule dans le foyer objet de I'oculaire

Réglage de I'objectif

(a) Viser un objet rapproché a distance finie du viseur
(b) Jouer sur le tirage de I'objectif pour voir le réticule et I'objet nets
Utilisation : On repére la distance entre la netteté de I'objet 1 puis de I'objet 2

ource

Dispositif

Tz

Compensatrice

Séparatrice

Verre anticalorique

(M)

A

(M)

— Miroir (M) mobile

— Miroir (My) fixe

— Séparatrice + Compensatrice
= Dispositif séparateur

On regle
— Orientation grossiere de (M)
— Position de (M) chariotage
— Orientation fine de (M3)
— Orientation de la compensatriceparajiglisme

2.1

%

Réglage

— Zoom et contraste : Chariotter

— Etirer : Compensatrice

— Centrer : Réglage fin et grossier
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Méthode

Méthode

Méthode

Méthode

Méthode

Méthode

Réglage de la compensatrice

Lentille Diaphragme Condenseur
| — Régler la compensatrice pour superposer les taches
— Miroir désoculté
=- Réglage fin pour superposer les taches

Interférometre |

(M) occulté

Réglage du parallélisme
— On forme I'image de I'ampoule sur le miroir

— On voit des franges sinon charioter
— Dessiner @ et jouer sur les réglagesfi, et grossier
— Superposer les cerclespame en bougeant
= Proche du contact
— Superposer les croix = Parallélisme
— Arréter la respiration + pouvements de téte
au centre en jouant sur les vis de réglage
/\ Plus aucune variation d’ordre d'interférence

Feuille de papier

Interférometre

Projeter

Condeuseur

— Modification des conditions d’éclairage
— Charioter jusqu'a ne conserver qu'une frange
Si les cercles sont elliptiques = Ajuster la compensatrice
— Passer en lumiere blanchejmage de 1'ampoule
— Charioter légerement pour vérifier |'apparition de couleurs

Interférometre

Placé pour inonder
—p m

ANNNANNNNNNNNN

Passage en coin d’air
— Modification des conditions d’éclairement

1. Inonder en rapprochant la lampe
2. Lentille de courte focale en projection pour assurer la netteté
3. Introduire un angle avec le réglage fin

— Charioter pour trouver les franges avec un bon contraste

Condeuseur

Interférometre

Placé pour inonder

-—s In
CentrerSyméifrie bordée par les irisations

WY — Charioter trés légérement et zoomer pour ne voir que la frange cent

2.2 Réglage au laser

Réglage de la compensatrice

— Cacher M;j et régler la compensatrice
pour superposer les taches
— Décacher et réglage fin pour superposer les taches

Interférometre

Réglage du parallélisme

Objectif de microscope

— Centrer les cercles
(I — Charioter pour s'approcher du contact

Interférometre
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Projeter

Condeuseur

— Recentrer et contraste
— Charioter pour s'approcher du contact optique

Interférometre

() . N
< — Passer sur sodium ou lumiere blanches; proche
~8 —p 1m
\4~l
§ AANNNNNNNNNNN
Réaliser une mesure d’épaisseur
o — Se placer en coin d’air pour voir un certain nombre de franges
< L -
S — On place I'objet devant un miroir
g — On mesure la distance a charioter pour retrouver les franges qui vaut 2e
Fabry-Pérot
1. Jouer sur une vis de réglage pour ramener tous les points au centre
2. Enlever la respiration
— Régler les vis dans I'ordre 1-2-3
— Toujours bouger la téte dans le sens de la vis
— Convergence
% Etape 1 Condenseur Diaphragme Frape 2
Q ! :
£ ) )
= 1 :
§ Verre teinté

3 Goniometre
Réglage

— Régler I'oculaire pour voir la croix nette
— Régler I'objectifpettre 1a 1ame semi, miroir SUperposer les deux réticulespy;s bouger I'oeil
/\ Ne plus toucher
- Regler le collimateu I'Placer I'entrée du collimateur au foyer objet
1. Placer une source lumineuse devant la fente du collimateur
2. Aligner le collimateur et la lunette
3. Jouer sur le tirage du collimateur pour placer la fente d'entrée dans le plan focal de la lentille du
collimateur
4. L'image de la fente formée par le collimateur est a I'infini et est donc vue nette

Objectif Ocullaire
A A

R Fl Fy F

o Obi_ p-pm Ol o Oell Rétine

Méthode

Kilian Rouge 425



Régler I'horizontalité du goniomeétre

Ce réglage regle la vis au niveau de la lunette
1. Enclencher la lame-semi

2. On place la lame a faces paralléles ajigné avec une vis

3. On cherche a superposer les deux réticules pour 0 =0et =7
— Moitié de réglage sur vis lunette et autre moitié pour vis la plus proche
— On tourne la plateforme de 7 et on recommence
— Réglage terminé si superposés pour les deux angles

A
—] —

¢
Lame a faces paralleles \\ Lame a faces paralleles
0+e

€ o >

> > . >
0
0—ec 79
D =260 +2¢ D =20 —2e

Lunette Lunette

Etape suivante

ATTHHTTTHiiiiiiiin i innnneeg

A cette étape

4. Pour chaque objet, on réalise une autocollimation
— Mettre la lame-semi et la lampe
— Superposer les réticules

()
S — On joue seulement sur les vis de la plateformeps proche pour avoir une orthogonalité spécifique a
O chaque objet
S
Incertitudes

— Incertitude de pointé; orgeur de /a fente
" — Incertitude de lecturepyys petite graduation
:% On régle la largeur de la fente pour que les deux incertitudes soient du méme ordre
i ,
8| On au(a) =~ Quelques — de degrés
2 60
Q.

Prisme

— nsinr =sin?

— nsin?’ = siné’

— A=r+7r
o — D=i+4+i{-A
&
O
Q
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Angle minimal de déviation
— Incidente rasante

— On suit la raie en bougeant la plateforme Emergence rasante
— On détermine I'angle pour laquelle la raie fait ~— Incidente rasante
demi tour — On suit la raie en bougeant la plateforme
A+ Dy

Dy pouri=14 =

— On continue aprés Dy pour trouver |'angle pour Meé
lequel la raie disparait
— Repérer la normale a la face éclairée

2
Retour inverse de la lumiére

. (A4 Dy 1 + 2sin g cos(A) + sin?(ig)
smi{-———— n = .
n— sin?(A)
. (A
sin | —
2

thode Centrale Express
— On place la lunette en face de la lampepesuré sans prisme
— Placer le prisme orthogonalement a la lunette aytocolimation
— Mesurer les différents angles

Démo

En passant en mode autocollimation sme semi + Lumiére de Ia lunette €L €N superposant les croix on peut repérer la normale

A | D’abord regarder a I'oeil avant de pointer a la lunette

A | Pour observer le spectre, il faut se placer en incidence rasante
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TP DE CHIMIE 1

CHIMIE INORGANIQUE

1 Verrerie

Verrerie
\i‘u} - ImpréCisBecher, Erlenmeyer, Verre & Pied
7% — Hon néteEprouvette graduée, pipette jaugée
Q. N , .
Q — Tres PreciSpipette-Burette graduée
Q.
Repérer un beau ménisque
o — Intersection des deux pointes de la bande colorée
S, . .
S — Bas du ménisque pour une solution transparente
g — Haut du ménisque pour une solution non transparente

A | On rincera toujours trois fois a I'eau distillée puis trois fois avec la solution
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Méthode

Méthode

Méthode

Définition

Propriétés

TP CHIMIE 3

CHIMIE ORGA

1 Filtration

— Essorage : On souhaite récupérer la phase solide
— Filtration : On souhaite récupérer la phase liquide

Filtration sur Biichner

Fixer la fiole a vide a I'aide d'une pince et poser le Buchner

— Humidifier le filtre avec du solvant et le poser en le faisant adhérer aux parois

— Verser le liquide puis ouvrir le robinet

A\ Ne plus y toucher

Casser le vide en déconnectant le tuyau puis ajouter du solvant et procéder a la trituration
Raccorder le vide puis attendre quelques minutes puis le casser a nouveau

Couche de Célite

Si des impuretés sont susceptibles de boucher les trous, il faut former un giteau de célite
— Meélanger de la célite au solvant et I'appliquer sur le Buchner sous vide sur quelques cm

— Couper le vide rapidement

2 Chauffage a reflux

Mise en place

— Fixer d'abord le ballon sur une barre verticale
— Placer les tuyaux sur le réfrigérant puis le réfrigérant
— Poser la chauffe-ballon placé sur un boy en dernier

Type de chauffage

— Chauffe-ballon + Pierre ponce
— Chauffe-ballon + Olive
— Plaque + Bain-Marie (<80 °) ou bain d'huile

— A\ Une ampoule coulée est chirale
— En milieu anhydre, il faut utiliser une garde a CaCl
— A\ Ne pas porter de gants

Piége a gaz

Il faut neutraliser les gaz toxiques avec un piége a gaz ou un entonnoir retourné
— Gaz acide HCISO, = Solution basique
— Gaz basique NH3 = Solution acide
— Gaz oxydant Cl, = Solution réductrice
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Propriétés

Méthode

Définition

Méthode

Méthode

3 Recristallisation

DEF: Technique basée sur la différence de solubilité entre le composé et les impuretés

Choix du solvant

— Composé peu soluble a froid et trés soluble a chaud
— Impuretés trés solubles a chaud et froidpy insolubles 3 chaud

Réalisation

— Dissoudre a chaud le solide pur le solide impur dans un minimum de solvant
— Couvrir le solide de solvant dans un ballon ou un erlenmeyer et chauffer en ajoutant du solvant jusqu’'a
dissolution
— Montage avec réfrigérant a air
— Montage de chauffage a refluxgacire de rajouter du solvant par le haut du réfrigérant
— Refroidir a I'air pUiS dans la glaceSi la recristallisation ne démarre pas, gratter avec une baguette de verre
— Essorer su Biichner ou sur verre frité€ rransvaser avec une spatule
— Sécher a I'étuve AN T' < Ty

Utilisation de deux solvants : un peu de bon jusqu'a dissolution puis du mauvaise,, jusqu'a précipitation

4 Distillations

DEF: Méthode de séparation d'un mélange liquide
— Liquides miscibles = Distillation simple ou fractionnée
— Liquides non ou partiellement = Distillation hétéroazéotropique

Distillation simple

— I\ Placer une olive ou des grains de pierre ponce dans le ballon g e, jes retards
— Possible si AT™* > 80°

Distillation fractionnée
— Succession de distillations simples

— A\ Olive ou pierre ponce

— Chauffer doucement au début

— Le débit de sortie doit étre lents gouttes par seconde
— Augmenter la température aprés avoir récupéré A
Ne pas chauffer le ballon a sec

B pur

— Tracer la courbe de distillation 7'(t) pes que ia vapeur monte
— Bien identifier les paliers pour changer de récipient

Mélange

Impuretés

La pression peut étre réduite a |'aide d'une trompe d’eau = Utilisation du pis de vache
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Hydrodistillation

()
E — Méme dispositif que la distillation simple en rajoutant un exces d'eauoy Bicol + Ampoule d'eau
%{S — Le mélange hétéroazéotrope récupéré est décanté puis séché
Montage Dean Stark
L /\ Solvant nongy, partiellement Miscible et moins dense que I'eau
S — On remplit d’abord le Dean-Stark a ras bord de solvant
g — A\ Le calcul du volume d’eau permet le calcul du rendement de la synthése
5 Vérifications de pureté
5.1 Banc Kofler
Banc Kofler
— Etalonner le banc
© — Tpys CONNUEHandbook : Etalonner T, de |'étalon
S — Ty inconnue : Trouver grossierement sa valeur pour choisir I'étalon
g — Procéder a la mesurejncertitude 5 95% de 2°
5.2 Indice de réfraction
Mesure de I'indice de réfraction
— Déposer quelques goutes sur le prisme pour recouvrir la surface
— Rabattre le prisme d'éclairage
e — Ouvrir I'obturateur et augmenter la luminosité
S — Faire la mise au point sur les deux réticules croisés
g — Ramener la croix sur la ligne de séparation
Correction de température
n? =nf + 4.5 x 1074(6 — 20) \
A
— Pour les mélanges binaires idéaux
N =mnaTA+ngrg = TLA(l _ xB) +nprp — Permet de remonter a la composition
5.3 Chromatographies
DEF:  On sépare deux substances grace a leurs différences d’affinités pour deux phases; una mahia
Types de chromatographies
— Absorptions-désabsorptions sur la phase stationnaire = Chromatographie d’absorption
5 — Différence de solubilité dans les deux phases = Chromatographie de partage
E — Différence de coefficient de distribution ionique = Chromatographie ionique
S — Différence de taille = Chromatographie d'exclusion
Q
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Définition

Type de phase

Définition

Méthode

Phase mobile Phase fixe
— Gaz vecteur — Liquide imprégnant un support solide
— Eluant — Solideapsorption

CC

DEF: Les composants de I'échantillon montent par capillarité derriere le front du solvant

— Plus un soluté est donneur de liaisons H plus il s'accroche a I'absorbant et est retenu
Plus un soluté est polaire plus il s'adsorbe facilement a la surface et est retenu

— Plus les interactions soluté-éluant sont fortes plus celui ci entraine le soluté

— Plus un éluant est polaire plus il chasse les solutés de la phase fixe et les entraine

d; — Ry est le rapport frontal et ne dépend que de la température
Rf = Il est identique pur et en mélange
deluant Il est indépendant des conditions expérimentales
Eluant —
Apolaire-aprotique | Ether de pétrole | Cyclohexane | \chem{CCl4} Toluéne
Polaire-aprotique Dichlorométhane | Ether Ethanoate d'éthyle | Acétone
Polaire-protique Ethanol Méthanol Eau Acide acétique

On choisit un éluant pour qu’aucun composé ne reste sur la ligne de dépot

CCM

— Introduire I'éluant dans la cuve et la placer en fond de paillasse fermée
— Tracer un trait léger a environ 1cm du bas

— Préparer les solutions diluées (1-2%) dans un solvant volatil

— Placer des taches fines au capillaire

— Introduire la plaque et attendre que le solvant monte a 1cm du bord
— Retirer la plaque et pointer la hauteur de solvant

— Reévélation a l'aide d'un révélateur ou d'une lampe UV pjaque fluorescente
— Entourer les taches et leur centre
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VIl Informatique
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INFO 1

STRUCTURES DE DONNEES

Array
/\ Module numpy
Créer un tableau a=array([1,2,3],[4,5,6])
Acceés a une case all 1,1 2]
" Dimension a.shape()
;*;I:j Création d'une copie indépendante | Al=copy(A)
§ /\ Tous les éléments du tableau doivent &tre du méme type
Listes
Acces a I'élément 4 1[i]
Ajout d'un élément en téte de liste 1.append(x)
Renvoi et suppression de la téte de liste 1.popQ
Renvoi et suppression du terme d'indice ¢ | 1.pop(i)
:% Longueur de la liste len(1)
é Création d'une copie indépendante 11=1. copy ) Module copy OU 11=1[:]
Q
Tuple
/\ Structure non modifiables ne sert 5 rien
:% Créer un tuple t=1,2,3
é Accéder 3 'élément i | t[i]
Q
Dictionnaire
Création d'un dictionnaire vide | dico= {}
Ajout d’une valeur dico[cle]l=valeur
Suppression dicol[cle]
" Rechercher |'existence cle in dico
;{1::; Nombre de clés len(dico)
§ La recherche dans un dictionnaire se fait en cout constant

Kilian Rouge 438



Propriétés

Propriétés

Propriétés

Chaines de caracteére

Création d'une chaine
Nombre de caractéres
Acces au caractere ¢
Modification d'un caractére
Slicing

Concaténation

Répétition

Découpage selon un séparateur s

Fusion selon un séparateur s

ch="texte"
len(ch)
chli]

/\ Impossible

chli:jlenri:: Dei ala fin

chl+ch2
ch *n
ch.split(x)

ch.joint (s)

Pile
Opérations
— Création
— Empilement
— Dépilement
— Longueur
— Test si vide

(7]

PYTHON n’est pas adapté aux piles
= On utilise les listes

Une file est une pile renvoyant le premier introduit

Arbres

— Un arbre est modélisé par une liste de listes donnant pour chaque élément ses voisins
— Un graphe est un ensemble de liens pouvant étre orientés
On le modélise souvent par une matrices;e adjacente donnant les liens aux voisins
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Définition

Propriétés

Meéthode

@ python

INFO 2

RECURSIVITE

DEF: Les algorithmes récursifs sont des algorithmes basés sur un principe de récurrence
La fonction s'appelle elle-méme sous certaines conditions
— Les appels s'accumulent jusqu'a ce que I'un d’eux renvoie une valeur ce qui résoudra d'autres
/\ | est important de s'assurer de la terminaison
= A une certaine condition |'appel renvoie une valeurseyvent les conditions initiales
— Le nombre d'appels est limité & 1000 par Python, on peut I'augmenter
Module sys : setrecursionlimit

Pour montrer la terminaison ou la complexité on utilisera souvent des suites et des récurrences

Inconvénients du récursif

— Couts cachésp, complexité importante (non O(1))
— Appels identiques

On peut memoiserGarder les résultats en mémoire, souvent a l'aide d’'un dictionnaire

Diviser pour mieux régner

— Diviser : On découpe le probléme en problémes indépendants
— Régner : On résout les sous-problemes
— Combiner : On combine les solutions du sous-probleme

hanoi(n,0,i,d): #0n cherche a amener les elements de o a d
n==
("De" O ||a|| d)

hanoi(n-1,0,d,i)
("De",o,“a”,d)
hanoi(n-1,i,0,d)
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Définition

INFO 3

1 Vocabulaire

ALGORITHMES DE TRI

DEF: Tri en place : La liste est triée par le seul effet de permutations de ses termes
La complexité moyenne est I'espérance de la complexité de I'algorithme

DEF:

Par défaut on choisira une loi uniforme

A | Le tri en place ne renvoie rien et ne fait que modifier la liste

Complexité des algorithmes étudiés

Algorithme Pire des cas | En moyenne | Meilleur des cas || Colit spatial
Tri par sélection || n? n? n? 1

Tri par insertion || n? n? n 1

Tri rapide n? nlnn nlnn N Pire des cas
Tri fusion nlnn nlnn nlnn n

Propriétés

m Dans des cas particuliers, certains algorithmes de tris sont bien plus efficaces

Tri postal pour une liste a valeurs dans un intervalle d’entiers
& On forme un dictionnaire des fréquences d’'apparition

2 Tri par sélectionsejection sort

— On recherche les plus petits éléments dans I'ordre pour les placer au début de la liste
" — Complexité
v n—2 n—1
S _ — 2
S Z Z O(1) = O(n”) dans tous les cas
9 =1 j=1+1
Q.
triSelection(t):
n=len (t)
i range(n-1):
- ind = 1
§ #Recherche de la position
= k range (i+1,n):
a

441
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if tlkl<t[ind]:

5 ind=k
= t[i],t[ind]=t[ind],t[i]
Q
l
3 Tri par insertion,sertion sort
— En parcourant la liste on place les éléments a leurs positions relatives respectives
K [ri naturel des cartes
8 — Complexité
2 — Dans le meilleur des cas, la boucle tourne a vide : O(n)
[ .
Q% — Dans le pire des cas : O(n?)cr T4 sélection
def trilnsertion(t):
n=len (t)
for i in range(1l,n):
ind=1
#0n positionne 1'element parmi les precedents
while ind>0 and t[ind-1]1>t[ind]:
t[ind-1],t[ind]=t[ind],t[ind-1]
ind-=1
def triInsertionDecalage (t):
n=len (t)
for i in range(1l,n):
ind = 1
a=t[i]
#Decalage vers la droite
while ind>0 and t[ind-1]1>t[i]:
t[ind]=t[ind-1]
ind-=1
_§ #Ifzsertion a sa place
=3 t[ind]l=a
Q
1

Toujours mettre la condition sur I'indice en premier dans le cas de plusieurs conditions

4 Tri rapideguick sort

— On choisit le premier élément comme pivot
— On place tous les éléments inférieurs a sa gauche dans la listeoy, e met 4 sa place réelle

— On applique récursivement aux listes de gauche et de droite
— Complexité

Propriétés
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Propriétés

@ python

— O(nlnn) dans le meilleur des cas

— On consideére uy, = Cyr = u = O(2%) 4 2up 1
Uk Uk—1
A - 2_19 = 2"7__1 + O(l) = up = O(k2k)Té/escopage

— Par croissance de Cp,, on encadre entre deux puissances de 2 C, = O(nlogyn) = O(nlnn)

def triRapide(t):
n=len (t)
if n<=1:
return t
else:
tinf , tsup=I[]1, []
#Separation par rapport au pivot t[0]
for i in range(l,n):
if t[il<t[0]:
tinf .append (t[i])
else:
tsup.append (t[i])
#Concatenation des sous-listes
return triRapide (tinf)+[t[0]]+triRapide (tsup)

5 Tri fUSionMerge sort

Propriétés

— On coupe la liste a la moitié
— On trie chaque sous liste récursivement
— On fusionne les listes triées
— Complexité
— O(nlnn) dans tous les casct 7y rapide

def fusion(tl,t2):
nl,n2=len(tl1) ,len(t2)
fus=[]
i1,i2=0,0
for i in range(nil+n2):
#0n pioche dams tl1 si t2 vide ou 1'element de ti1< 1'element de t2
if (i1<n1 and i2<n2 and t1[i1]<=t2[i2]) or i2==n2:
fus.append(t1[il])
il+=1
else:
fus.append (t2[i2])
i2+=1
return fus

def triFusion(t):
n=len (t)
if n<=1:
return t

@ python
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@ python

else:

tinf ,tsup=triFusion(t[:n//2]),triFusion(t[n//2:1)
return fusion(tinf,tsup)
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INFO 4

ANALYSE NUMERIQUE
1 Résolution d’équations

1.1 Zéros d’une fonction par dichotomie

solution

On effectue une série de bissections sur le segment en restreignant I'intervalle d'étude au morceau contenant la

A\ || faudra adapter fonction 2 la fonction étudiée = Tableau de variation

bissection (f,a,b,eps):

b-a>eps:
f((a+b)/2)<0:
a=(a+b)/2
S b=(a+b)/2
= a
Q
b O

1.2 Zéros d’une fonction par la méthode de Newton

newton (f,df ,x0,eps):
f(x0-eps)>0:

x0=x0-f(x0)/df (x0)
x0

@ python

On étudie la suite des points d'intersection des dérivées en f(uy,)
Elle converge vers la solution de f(z) =0

f(un)

et = T )
n

I\ 1l faudra adapter la condition d’arrét a la fonction étudiée = Tableau de variation
1.3 Zéros d’une fonction par la fonction fsolve

Il faudra préciser une valeur de départ a la fonction
scipy.optimize sco
s f= x:np.exp(x)-1/3
= sco.fsolve(f,2)
Q
L 8
- numpy np
;% scipy.optimize sco
= F(v):
L 8
Kilian Rouge 445




v[0]**2+v[1]**%2-1,3*xv[0]+2*xv[1]-1
sco.root (f,[0,0])

sol=sco.root (f,[0,0])

@ python

sol.x #Renvoie le tableau des solutions

On peut adapter le procédé a des fonctions vectorielles

2 Calcul intégral approché

2.1 Meéthode des rectangles

On approche I'aire de la fonction par une suite de rectangles

/abf(t)dt b;agﬂam:()(l)

n

rectangles(f,a,b,n):
pas,s=(b-a)/n

,0
i

range (n):
s=s+f (a+tk*pas)
(pasx*s)

@ python

2.2 Méthode des trapézes

On approche I'aire de la fonction par une suite de rectangles

b b—a n—1 )
/ f@)dt = =—=3" (f(ar) + f(ar41)) = O (
a pr

7)

trapezes(f,a,b,n):

pas,s=(b-a)/n,0

k range (1,n):
s=s+f (a+tk*pas)

@ python

(pas*s+pas*(f(a)+f(b))/2)

2.3 Méthode de Newton-Coates

scipy sci
sci.quad (f,inf ,sup)

@ python

On peut aussi approximer la fonction par son polynéme interpolateur

La fonction revoit I'approximation et une majoration de I'erreur

3 Résolution approchée d’une équation différentielle
3.1 Ordrel

On cherche a résoudre y' = f(y, t)

On approxime y(t + 7) = y(t) + 7y'(t) = y(t) + 7f(y(t), 1)
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Par récurrence yx11 = yx + 7f (Y, tg) ob tpr1 = tp + 7

euler (f£,t0,TO,y0,nbpoints):

k range (nbpoints-1):
Y.append (Y[k]+ tauxf(T[k],Y[k]))

tau,T,Y=(T0-t0)/(nbpoints-1) ,np.linspace(t0,TO,nbpoints) ,[y0]

plt.plot(T,Y,linewidth=2,marker ='o',label=nbpoints)

< plt.legend(loc="'lower right')
=
=) plt.show ()
Q
1
Le programme précédent peut aussi étre appliqué a des vecteurs mis sous forme array
f(X):
np.array ([-X[1],X [0]11)
euler (X0,t,n):
res=np.zeros ([2,n +1])
res[:,0]=X0
i range (1,n+1):
< res [:,i]l=res[:,i-1]+(t/n)*xf(res[:,i-1])
=, res
Q
1

3.2 Ordres supérieurs

On exprime I'équation y™ = f(y, ...,y t) comme Y = [y(0, .. y=D]T

: Y Y )
E le :y" = — =1lety(0)=0. =
xemple : y sin(y) avec y(0) et 4/(0) =0. On a (y”) (sin(y)

= oY, 1)

euler (T,n):

Y, tau=[[1 ,0]],T/(n-1)
k range(n-1):
[y,ypl=Y[-1]
y,yp=y+tau*yp,yp-tau*np.sin(y)

Y.append ([y,ypl)
Y

Y=euler (15,10000)
t=np.linspace(0,15,10000)

y=[Y[k][0] k range (len (Y))]
s plt.plot(t,y,'red ',linewidth=2)

e

=, plt.show ()

Q

1

3.3 Méthodes de Runge-Kutta

La méthode de Runge-Kutta est une méthode d'Euler affinée et est utilisée dans la fonction odeint
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import numpy as np
import scipy.integrate as sci
import matplotlib.pyplot as plt

f=lambda y,t:np.sin(y**2)
T=np.linspace(0,7,1000)

s | Y=sci.odeint(f,0.25,T)

= | plt.plot(T,Y,'red ', linewidth=2)
Q

L
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INFO O

SQL

1 Introduction et modeéle relationnel

DEF: La gestion et I'acces a une base de données sont assurés par un ensemble de programmes qui constitue un
systeme de gestion de bases de donnéessggp
— Architecture des serveurs
— Client-serveur : Les utilisateurs sont connectés au serveur
— Trois-tiers : Les utilisateurs sont connectés au serveur par un intermédiaire

DEF: Dans le modeéle relationnel : |a base de données est structurée en un nombre fini de relations 15p/eaux

Dénomination en SQL Définition

Relation Tableau

Enregistrement Ligne

Attribut Nom des colonnes

Domaine Type

Schéma relationnel Ensemble de relations attributs et Domaine

DEF: On appelle clé candidate tout attribut ou ensemble d’attributs d'une relation permettant d'identifier
chaque enregistrement de maniere unique
On introduira souvent un identifiant
DEF: On appelle clé primaire d'une relation la clé candidate retenue
Si elle est utilisée comme attribut d'une autre relation, elle sera extérieure a celle-ci

2 Algebre relationnelle

Opération Notation Explication

Réunion R1iURs Réunion des enregistrements

Intersection R1iNRs Intersection des enregistrements

Privé Ri\R2 R1 privé des enregistrements de Ro

Projection m[A1, ..., A2](R1) Suppression des attributs absents de la liste

Sélection o[Cl(R1) Suppression des enregistrements ne vérifiant pas C'

Produit cartésien Ri X Ro Toutes les combinaisons des enregistrements possibles
Jointure R1 > [C]R2 Produit cartésien privé des enregistrements ne vérifiant pas C
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3 SQL

Opération Commande

Projection SELECT A1,...,AN FROM R

Ordonner ORDER BY ASC / DESC

Sélection SELECT A1,...,AN FROM R WHERE C

Alias SELECT A AS A2 FROM R

Jointure SELECT A1,...,AN FROM R1 JOIN R2 ON C
AutoJointure SELECT A1,...,AN FROM R N1 JOIN R N2 ON C

Appartenance a un attribut IN

Union UNION
Intersection INTERSECT
Privation EXCEPT
A | Lors d'une jointure, il ne faut surtout pas oublier d'attributs communs

Méthode

Fonction d,agrégationCa/cu/s sur les attributs ~ Résultat

COUNT (*) Nombre de lignes de la relation
COUNT (A) Nombre de lignes remplies dans A
SUM(A) Somme de A

AVG(A) Moyenne de A

MAX(A) Maximum de A

MIN(A) Minimum de A

On les utilise en faisant des regroupements

SELECT fonction,attribut(s)FROM relation GROUP BY attribut(s)

Si la condition ne porte pas sur les valeurs de la fonction, un WHERE peut étre utilisé, sinon
SELECT fonction,attribut(s)FROM relation GROUP BY attribut(s)HAVING condition
— La variante COUNT DISTINCT renvoie le nombre d'enregistrements distincts

— On peut imbriquer plusieurs requétes, souvent a I'aide de WHERE ou HAVING

Implémentation en Python

Librairie sqlite3

Connexion a la base de données conn=sqlite3.connect('nom.db')

Curseur c=conn. cursor ()
Exécution de la capsule c.execute('commande')
Récupération du résultat (c.fetchall())
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LETTRES |

PROGRAMME 2018-2019

1 Le Banquet

Discours de Phédre
— Eros est avant tout un « Dieu vénérable »
— Eros articule son discours autour de trois points pour expliquer cet adjectif
- NObleLe plus ancien
\§ - GrandSa présence rend les choses merveilleuses
:q:) - Ut”eEffets positifs sur le comportement moral des hommes : Recherche du beau = Bien
§ — Eros donne aux amants un esprit de Sacrifice exemple d'Alceste et Achille # Orphée
Q.
Discours de Pausanias
— Eros est un dieu intrinsequement neutrepas de valeur morale intrinséque - Tout dépend de I'intention
— Chaque relation entre aimé et amant est unique et il est difficile de lui affubler une valeur morale
— Il n'y a pas un Eros mais deux associés a chaque Aphrodite :
— Eros VU|gaireHétérosexuel, Corps, Réalisation > Intention = Traduit d'un « APPétit Y Epithumia
n N A o
N Eros CeleSteMasculin, Ame, Beauté de l'intention
2 — Pédérastie : Tout dépend de la maniéere dont on pratique la pédérastie; \un ou I'autre Eros
Q. s , N
Q Position d'Athenes; aimé doit s'améliorer par I'amantpoyble émulation 3 la vertu
Q.
Discours d’Eryximaque
— Universalise la part de I'amour dans le cosmos
— Discours imprégné de science et méthodique du bon médecing,yorise fe bon Eros
— Trois arguments
— Amour présent chez tous les &tres vivantyumains, animaux et plantes POUr réunir les contraires
\§ — L’amour est associé a la paix et I'harmonieg, unifiant les contraires trouvables partoutsante arts
L — L'amour surplombe tous les arts et toutes les disciplinesysdecine-Arts-Sciences-Sport-Agriculture
Q .. . . .
S — Vision pragmatique de la religionpiey = Reconnaitre le bon Eroscei qui assure I'équilibre
Q.
Discours d’Aristophane
— Introduction du rire et du mythe dans le discours
— Mythe d’Aristophane
— A l'origine I'homme était une boules types : Homme, Femme, Androgyne
— Les hommes boules entreprennent d’'escalader les cieux et sont punis en étant coupés en deux
— Les hommes passent leur temps a rechercher leur moitiéa ratent de se nourrir et de travailler
— Zeus déplace les organes sexuels, permettant I'assouvissement du désir par I'union sexuelle
'3 — Deux guérisons par |'amour
2 — L'amour guérit un manque par la reconstitution provisoire de I'unité
<} , . . i
o — L'amour garantit le fonctionnement de la cité
Q.
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Propriétés

— La dimension morale de son discours est affirmée : Il faut respecter les dieux
— L'amour permet de retrouver une unité originaire et n'a rient a voir avec une altérité
— Le Discours fonctionne comme un interméde

Propriétés

Discours d’Agathon

— Reproche aux autres de s’attarder sur les effets de I'amour au lieu de s'intéresser a sa nature
— Discours tres bien construitparties-Arguments-Exemples
— Trois arguments

- BeaUtes exterieures d ErOSJeU"eCar instaure la paix parmi les Dieux’Délicat’O"dOya"tChangeant et imperceptible

— Vertus d’ ErOSJustice—Modération—Courage—Sagesse
Monde gouverné par la nécessité — Monde gouverné par I'amour

— Eros comme dieu enchanteur et guide des hommes

Propriétés

Propriétés

Discours de Socrate

Point culminant du dialogue traduisant des idées de Platon
— Diotime est une prétresse = Eros s'exprime lui-méme par sa bouchepagré longue chaine de transmission
— Diotime ne profére pas un discours car Socrate synthétise divers moments de dialogue
Plan du dialogue
— Nature démonique et généalogie d'Erosris de Poros et Penia
— L’amour veut la possession éternelle des belles et bonnes choses
— La besogne de I'amour est la réalisation de ce désir d'immortalité et d'éternité

par Ia fecondltecorps et émePoétes, inventeurs
= Définir I'immortalité par des termes fémininsse realise dans I'accouchement

, e .
L'amour comme Imtlatlonlz‘t‘apes initiatiques : Corps — Occupations — Connaissance — Beauté en soiscience supréme
L'initié est celui qui est aimé des dieux

— Theses principales
— Eros est un Daimonlntermédiaire et non un DieuNi Bon ni beau ni laid ni mauvais
— Recours au mythe : Généalogie et conception d'Eroscaractéristiques issues des deux parents
— Parenté indirecte entre I'amour et la ph”osophiePhiIosophe ni ignorant ni sage mais désir de savoir
— Eros n'est pas désir de beau et de bon mais d'immortalité
— Amour = Désir de possession éternelle
— Immortalité s'incarne pour le humain dans la procréationp.r je corps et par I'4me
— Diotime propose une révélation ascension érotigue du monde sensible au monde des idées
L'amour est une expérience a la fois érotique et religieuse par laquelle on devient I'aimé des dieux

Discours d’Alcibiade

— Alcibiade propose un réglement de compte et un discours qui est dicté par |'ivresse
Son discours qui ne devrait étre réservé qu'aux dieux

— Socrate apparait comme celui qui suscite la hontesocrate est I'incarnation de Ia conscience d'Alcibiade
— Alcibiade dresse un portrait ambivalent de Socrate

- Compare Socrate aux SilénesSculpture cachant derriére une laideur des figurines divines

- Comparaison avec le satyre Marsyas Socrate a sa voix comme instrument de musique = Charme

— Alcibiade insiste sur les effets de Socrate sur luiTransport et honte

— Tentatives d'Alcibiade pour capturer Socrate

— Le marché de dupe qu’Alcibiade lui propose

— Les qualités physiques de Socrate
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LETTRES 2

CITATIONS

1 La Chartreuse de Parmeig39 - Roman d’aventures

— « Il sourit, elle rougit profondément »

— « Ainsi, sans conséquence et pour une soirée permettez-moi de jouer auprés de vous le réle d’amoureux »

> « Songe qu’une proclamation, qu’un caprice du coeur précipite I'homme enthousiaste dans le parti contraire
a celui qu’il a servi toute sa vie »

— « Elle me demandera des transports, de la folie, et je n’aurais toujours a lui offrir que I'amitié la plus vive,
mais sans amour »

— « Il suffit de proférer un mensonge, il suffit de dire a une femme charmante et peut-étre unique au monde,
et pour laquelle j'ai I'amitié la plus passionnée : Je t’aime, moi qui ne sais pas ce que c'est que d'aimer
d’amour »

D> « Si Fabrice ne I'eut pas tant aimée, il eiit bien vu qu'il était aimé, mais il avait des doutes mortels 3 cet
égard »

> « L’amour observe des nuances invisibles a I'oeil indifférent, et en tire des conclusions infinies »

> « J'étais amoureux de I'amour [...] mais il parait que la nature m'a refusé un coeur pour aimer »

> « Plus convaincu que jamais que sa destinée le condamnait a ne jamais connaitre la partie noble et
intellectuelle de 'amour »

> Prince « Avec un peu de bonne politique il ne serait pas impossible d’en fait un jour ma maitresse »
Pour les utilitaires la politique est un moyen d’accéder a I'amour

> « La nature m’a privé de cette sorte de folie sublime »

— « Il avait cette joie supréme désespérée d’'étre aimé par I'étre divin qui occupait toutes ses pensées »

— « Tous ces menteurs du monde en parlent comme une source de bonheur »

> « Ce qu'on appelle amour, [...], serait-ce encore un mensonge »

> « Elle était si belle, a demi vétue et dans cet état d’extréme passion, que Fabrice ne put résister a un
mouvement presque involontaire. Aucune résistance ne fut opposée. » Rapport sexuel avec pudeur

— « C'est moi, lui dit une voix chérie, qui suis venue ici pour te dire que je t'aime, et pour te demander si
tu veux m'obéir »

— « Entre ici, ami de mon coeur » e rapprochement physique a toujours lieu

2 Le Banquet—380 - Dialogue philosophique

> SOCRATE : « Je vais souper chez Agathon. [...] Voila pouquoi je me suis fait beau, car je désire étre beau
pour aller chez un beau garcon »
> SOCRATE : « Ce serait une aubaine, Agathon, si le savoir était de nature a couler du plus plein vers

le plus vide, pour peu que nous nous touchions les uns les autres, comme c'est le cas de I'eau qui par
I'intermédiaire d'un brin de laine, coule de la coupe la plus plein vers la plus vide »

> SOCRATE : « Moi, qui déclare ne rien savoir sauf sur les sujets qui relévent d’Eros »

> PHEDRE : « Car le principe qui doit inspirer pendant toute leur vie les hommes qui cherchent a vivre
comme il faut , cela ne peut étre ni les relations de famille, ni les honneurs, ni la richesse, ni rien d’autre
qui les produise, mais cela doit étre au plus haut point I'amour »

— ERYXIMAQUE : « La médecine est donc toute entiére gouvernée par ce dieu et il en va de méme pour la
gymnastique et pour l'agriculture »

> PHEDRE : « L’'amant est une chose plus divine que I'aimé puisqu’un dieu l'inspire »

— PAUSANIAS : « Sil'on accepte d'étre au service de quelqu’un en pensant que par son intermédiaire on
deviendra meilleur dans une forme de savoir quelconque ou dans un autre domaine, cet esclavage accepté
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n'a rien de honteux et ne reléve pas de la flatterie »

> ARISTOPHANE : « Aussi est-ce au souhait de retrouver cette totalité, a sa recherche, que nous donnons
le nom amour »

— SOCRATE : « Ce qui attire I'amour, c'est ce qui est réellement beau, délicat, parait, c'est a dire ce qui
dispense le bonheur le plus grand »

D> SOCRATE : « L'objet de I'amour c'est, en somme, d’avoir a soi ce qui est bon toujours »

— SOCRATE : « Voila donc quelle est la droite voie qu'il faut suivre dans le domaine des choses de I'amour
ou sur laquelle il faut se laisser conduire par un autre : c'est en prenant son point de départ dans les
beautés d'ici-bas pou aller vers cette beauté-la , de s'élever toujours, comme au moyen d’échelons, en
passant d'un seul beau corps a deux, de deux beaux corps a tous les beaux corps, et des beaux corps
aux belles occupations, et des occupations vers les belles connaissances qui sont certaines, puis des belles
connaissances qui sont certaines vers cette connaissance qui constitue le terme, celle qui n'est autre que
la science du beau lui-méme, dans le but finalement de connaitre la beauté en soi »

> SOCRATE : « Tous les étres humains sont gros dans leur corps et dans leur dme, et, quand nous avons
atteint le terme, notre nature éprouve le désir d’'enfanter »

> SOCRATE : « Ce que tu me demandes Alcibiade,
c'est comme troquer I'or contre le cuivre » Amour des idées > Amour des corps

> SOCRATE : « C'est pour assurer leur immortalité que cette activité sérieuse qu'est I'amour ressentit a
tous les étres »

> ALCIBIADE : « C'est au coeur [...] que j'ai été frappé et mordu par les discours de la philosophie »

3 Le Songe d’une nuit d’été;1594 - pisce baroque

> THESEE : « Je t'ai courtisé avec mon épée et conquis ton amour en te faisant violence »

> HERMIA : « Je ne sais quelle puissance me rend téméraire »

> HELENA : « L’amour ne voit pas avec les yeux, mais avec la pensée; ainsi on peint aveugle Cupidon
ailé »

— LYSANDRE : « Mais aujourd’hui ot je touche la cime de I'"humaine lucidité. La raison devient le guide de
ma volonté et me conduit vers vos yeux »

> BoTTOM : « Il me semble madame que vous ayez viens peu de raison pour cela. Et d’ailleurs a dire la

Vvérité, la raison et I'amour ne vont guére de compagnie de nos jours »
— OBERON : « Ce qu'a ton réveil tu verras, pour amour vrai tu le prendras »
> LYSANDRE : « Quand parlent des amoureux c’est a I'amour d'interpréter le sens »
— OBERON : « Quand ils se réveilleront, toute cette dérision leur paraitra un songe, une vaine vision »

> THESEE : « Les amoureux et les fous ont des cerveaux bouillants, des fantaisies visionnaires, qui concoivent
plus de choses que la froide raison n'en percoit »
> THESEE : « Le fou, I'amoureux et le poéte sont d’'imagination tout entiers pétris »
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LETTRES 3

ORAL

A | Pas de renvoi aux oeuvres du programme des deux années

1 Mines Ponts

Introduction

Le texte sur lequel j'ai travaillé est un extrait de ... écrit par ... et publié en ... . Je commencerai par
présenter ce texte avant d’en faire une analyse de détail
Présentation de la thése défendue et de son enjeu

> ) : .
S — Présentation de la structure argumentativerourmir numéros de lignes et de paragraphes
O — Je vais maintenant passer a I'analyse de détail
S
Analyse de détail
— On utilise la troisieme personne; auteur pense que
— Analyse méthodique de I'argumentation en suivant |'ordre du texte
— Ne pas multiplier les remarques d’ordre stylistique
o — Conclusion
E — Ce texte dont je viens de faire I'analyse, défend dans le n® paragraphe l'idée que ... . Cette idée qui a retenu
@ mon attention et fera 'objet de mon commentaire
S
Vocabulaire de I'argumentation
— These — Raisonnement par |'absurde
— Thése adverse — Syllogisme
— Argument — Argument d'autorité
— Exemple — Argument a contrario
— Lieu commun — Elargissement ou restriction du propos
— Paradoxe — Bilan partiel
— Démarche déductive — Relance de réflexion
< — Démarche inductive — Transition
§ — Polémique — Liens et relations logiques
L% — Invective — Satire et ironie
Commentaire
) — Introduction Questions de problématique - Annonce de plan
;_8 - DéveloppementDeux ou trois parties de chacune 2-3 arguments, exemples pas trop connus, Transitions entre chaque partie
g — Conclusion Résumé et position personnelle ferme

2 Polytechnique
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Méthode

Méthode

Résumé

— Le texte qui m’a été proposé a été écrit par
Je ferai tout d’abord le résumé de ce texte

Méme systéme d’énonciation que le texte

A

Commentaire d’ensemble

— Présenter les enjeux du texte

Proposer une problématique et un plan

DeveloppementExemples précis et développés
— Conclusion Bilan et position personnelle
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Dégager une idée du texte et en justifier le choix
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Méthode

Méthode

Méthode

Méthode

LETTRES 4

DISSERTATION

Introduction de la dissertation
/\ Deux paragraphes

A(:Cr()(:helntroduit le sujet
Présentation du sujetauteur - Citation - Source - Blabla sur I'auteur
— Citation courte : reprise entiérement
— Citation longue : choix de certains éléments du sujet
Analyse de la CitationRepérer et définir les mots clés- Expliciter les implicites - Repérérer paradoxes

Figures de style, jeux de mots, temps des verbes, registre
Reformuler de maniére synthétique la these brievement pistance critique

, . , .
Problemathue sous la forme d'une question Trouver fe paradoxe - Ce qui n’est pas évident

Présentation du CorpusSouligner les titres - Maniére chronologique
— Platon Banquet (-380) Dialogue philosophie
— Shakespeare Songe d'une nuit d'été (1594) Piece baroque
— Stendhal La Chartreuse de Parme (1839) Roman d’aventure et d’amour sublime

Annonce du planDifférents verbes d’introduction -

Construire un raisonnement - Méthode 3D

Construire un raisonnement en trois points
— Décrirecertes : Aller dans le sens du sujet
— Discutecependant : Prendre ses distances avec le sujet
— Dépassergipajement : Proposer une synthese
/\ Ne pas oublier le sujet

Méthode pour le plan

Le plan doit contenir trois parties illustrées par trois arguments aragraphes
Un argument est lui-méme illustré par au moins deux des trois oeuvres du programme

Conclusion

Kilian Rouge

Bilan
Essayer de réfléchir laquelle des oeuvres se rapproche le plus de I'énoncé du sujet
On reformule le sujet pour chacune des oeuvres au programme

Ouvertu Y€Référence hors programme
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IX Deutsch
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Méthode Méthode

Méthode

Exemple

Méthode

DEUTSCH 1

METHODE DE L'ORAL

Introduction

AccrOCheActuaIité, culture générale
Présentation du document/sourceorientation politique

Theme général
— Plan de l'oral
« Zuerst werde ich den Text erldutern, ihn anschlieBend kommentieren »

Résumé

— Structure du textergsumé bref de chaque partie
— Résumé du texte avec reformulation

Commentaire

— Prolonger des points de réflexion du journaliste cayses-conséquences, évolution, exemples
— Prendre position par rapport a I'article

Idées pour le commentaire

— Réactions personnelles
— Contexte

— Exemples

— Citation

— Critiquer & Justifier
— Paralleles

— Format du document
— Généralisation

Conclusion

— Résumé bref du contenu du textergsyme
— Résumé bref de I'enjeu du textecommentaire
— Elargissement sur un theéme voisin
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DEUTSCH 2

SYNTHESE

A L'approche doit étre totalement objectivesits et points de vue

Plan de la synthese

Titre descriptifdoit résumer le théme
Introduction
- ACCrocheACtualité, contexte
— Présentation des documents,,z¢yre
— Problématique générale
— Plan
Développement
— Deux ou trois parties
Articulé autour de liens logiques entre les idées

()
BS] frx -
S — Référence au texte sans longues citations
O — Conclusiongjjan
S
Idées de plans
Q2 .
g — Avantages - Inconvénients
g — Probléme - Causes - Conséquencessoutions
w

Il est important de confronter les documents
— Idées qui se completent, se renforcent, s'opposent
A On articule I'argumentation autour des liens logiques entre les documents

A | On ne commentera pas le style des documents
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X English
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Méthode

Méthode

Méthode

Exemple

Méthode

ENGLISH 1

METHODE DE L'ORAL

Introduction

— Amorce

— Présentation : « This type from source attempts to give grounds to théme »
— Transition : « Let’s start off with a summary »

Syntheése

— Points principaux du document reformulésgcemples du document - Liens logiques

Commentaire

— Transition : « [ shall now comment upon the type »
Il faut si possible justifier le plan du commentaire qui doit suivre
— Annonce du plan : « [ would like to dwell on some aspects, which, | think are worth commenting on »
Le plan est annoncé sous forme de questions
— On annonce d’abord pour chaque point idée générale puis exemples

Idées pour le commentaire

Réactions personnelles
Contexte

Exemples

— Citation

— Critiquer & Justifier
Paralleles

Format du document
Généralisation

Conclusion

— Résumé du débatrssyme et commentaire © «

— Ouvertureparaiigle ou réflexion personnelle
— « Thanks for listening »

Kilian Rouge

To put in a nutshell »

468



Version 1 - Aolit 2019

Kilian Rouge 469



	I Résumés
	0  Formulaire
	1  Maths
	2  Physique
	3  Chimie

	II Maths
	1  Suites
	2  Séries numériques
	3  Algèbre linéaire
	4  Matrices
	5  Déterminants
	6  Réduction
	7  Espaces vectoriels euclidiens
	8  Espaces probabilisés
	9  Variables aléatoires
	10  Espaces vectoriels normés
	11  Analyse
	12  Intégrales généralisées
	13  Suites et séries de fonctions
	14  Intégrales à paramètres
	15  Séries entières
	16  Courbes paramétrées
	17  Équations différentielles
	18  Calcul différentiel
	19  Géométrie

	III Physique
	1  Analyse dimensionnelle
	2  Thermodynamique théorique
	3  Thermodynamique pratique
	4  Optique ondulatoire
	5  Interférences
	6  Division du front d'onde
	7  Interféromètre de Michelson
	8  Interférences à ondes multiples
	9  Changements de référentiels
	10  Dynamique en référentiel non galiléen
	11  Véhicules à roues
	12  Ondes unidimensionnelles
	13  Dispersion et absorption
	14  Diffusion de particules
	15  Diffusion thermique
	16  Rayonnement thermique
	17  Cinématique des fluides
	18  Actions mécaniques sur les fluides
	19  Tension superficielle
	20  Dynamique des fluides
	21  Ondes acoustiques
	22  Bilans macroscopiques
	23  Electrostatique
	24  Magnétostatique
	25  Conduction
	26  Équations de Maxwell
	27  Plasma
	28  Induction
	29  Propagation d'ondes dans un conducteur
	30  Mécanique quantique
	31  Particule libre quantique
	32  Particule dans un potentiel

	IV Chimie
	0  Livre de recettes
	1  Équilibre des sytèmes
	2  Transformations physico-chimiques
	3  Premier principe
	4  Second principe
	5  Potentiel chimique
	6  Evolution et équilibres
	7  Corps pur
	8  Chimie des solutions
	9  Oxydo-réduction
	10  Diagrammes binaires liquide-vapeur
	11  Orbitales atomiques
	12  Interaction de 2 orbitales sur 2 centres
	13  Interaction de 3 orbitales sur 2 centres
	14  edifices diatomiques
	15  Méthode des fragments
	16  Résonance
	17  Effets électroniques
	18  Réactivité
	19  Dérivés d'acides
	20  Oxydoréduction en chimie organique
	21  Enolates
	22  Création de liaisons C=C
	23  Complexes
	24  OM des complexes
	25  Organomagnésiens
	24  Alcènes
	27  Diels-Alder
	28  Métathèse des alcènes
	29  Fonctions tétravalentes
	30  Cinétique formelle
	31  Courbes courant-potentiel
	32  Convertisseurs électrochimiques
	33  Systèmes à plusieurs équilibres
	34  Optimisation
	35  Binaires Solide-Liquide
	36  Stratégies de synthèse
	37  Polymères
	38  Spectroscopie
	39  Cristallographie

	V TP de Physique
	1  Electricité
	2  Optique

	VI TP de Chimie
	1  Chimie Inorganique
	3  Chimie Orga

	VII Informatique
	1  Structures de données
	2  Récursivité
	3  Algorithmes de tri
	4  Analyse numérique
	5  SQL

	VIII Lettres
	1  Programme 2018-2019
	2  Citations
	3  Oral
	4  Dissertation

	IX Deutsch
	1  Méthode de l'oral
	2  Synthèse

	X English
	1  Méthode de l'oral


